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0 ΜΕΤΑΦΡΑΣΤΗΣ

Προς τόνάναγνώστην.

Ιδού έκβαίνει εις φώς’καί δ δεύτερος τόμος τής στοι­
χειώδους σειράς των Μαθηματικών. Όστις περιέχει τά 
στοιχειά τής Γεωμετρίας του περίφημου Αεγένδρου.

Τό σύγγραμμα του Αεγένδρου είναι βέβαια τό καλήτε- 
ρον στοιχειώδες σύγγραμμα τής Γεωμετρίας. Από τούς 
όσοι προ αύτοΰ έγραψαν τά στοιχεία τής επιστήμης ταύ- 
της, άλλοι μέν άνέμιξαν τάς Γεωμετρικάς αλήθειας μέ 
τάς έφαρμογάς των, μή στοχασθέντες δτι ’ή άνάμιξις αυ­
τή είναι μέγα έμπόδιον εις την πρόοδον του σπουδάζον­
τας την Γεωμετρίαν διότι πρέπει νά δαπανά, όχι ολίγον 
καιρόν, άν καί χωρίς καρπόν, εις ά)νηθείας αί όποΐαι δέν 
έχουν καμίαν άμεσον σχέσιν μέ τό άντικείμενον τής σπου­
δής του, καί τών οποίων ή εντελής κατάληψις απαιτεί 
τήν γνώσιν καί τής Γεωμετρίας καί τής επιστήμης εις 
τήν οποίαν ή Γεωμετρία εφαρμόζεται. Άλλοι δέ δέν έ­
πεσαν εις τό άτοπον τών πρώτων, πλήν εκτός ότι εις τά 
συγγράμματά των δέν φαίνεται εκείνη ή Γεωμετρική ακρί­
βεια,'ούδέ τακτικώς εξέθεσαν τάς διαφόρους προτάσεις, 
ώστε νά φαίνηται ή προς άλλήλας σχέσεις, άλλ ώς προς 
τούτο δουλικώς. ήκολούθησαν,τήν τάξιν του Εύκλείδου, 
χωρίς νά προσφέρουν ίδιον τι εις τήν επιστήμην· άλλοι 
τέλος πάντων έχάθησαν εις Μεταφυσικάς λεπτολογίας, 
παραβλέψαντες τά ούσιώδη, καί ούτως έσκότιζον παρ δ, 
τι διεσάφιζον τάς έναργεστάτας προτάσεις τής Γεω­
μετρίας.

’Αφ’ ου δέ εις τήν Γαλλίαν άρχισαν νά προοδεύουν αί 
Μαθηματικαί έπιστήμαι, διάφοροι σειραί στοιχείων Μαθη­
ματικής έφάνησαν, μέ περισσότερόν τάξιν καί μέθοδον
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γραμμέναι, καί άρμόοιαι επομένως εις την σπουδάζουσαν 
Νεολαίαν.

Μεταξύ τούτων διακρίνεται ή στοιχειώδης σειρά των 
Μαθηματικών του Αακροϊου (Επογοιχ)· ό ένδοξος ούτος 
Μαθηματικός άφ’ ου εις τρεις μεγάλους τόμους συνήθροι- 
σε καί διέταξεν ότι άναφερεται εις την ύψηλήν Μαθημα­
τικήν, συνέγραψε καί πλήρη στοιχειώδη σειράν. II εισαξις 
ταύτης εις τά λύκεια τής Γαλλίας, ή εις τάς άλλας Εύ- 
ρωπαϊκάς γλώσσας μετάφρασίς της, αρκετά άποδεικνύουν 
τήν-άξίαν της. Πρέπει όμως νά όμολογήσωμεν ότι άν καί 
ό Αακρόϊος εις τά στοιχεία τής Γεωμετρίας, του έφύλαξε 
τήν άπαίτουμένην ακρίβειαν εις τάς αποδείξεις των προ­
τάσεων, καί διά πολλά ύπερέχει τό σύγγραμμά του άλλα 
στοιχειώδη συγγράμματα, τά στοιχεία όμως τα.ύτα οέν 
έχουσι τό πλήρες, καί έλλείπουσι πολλών αναγκαίων 
προτάσεων τής Γεωμετρίας· έν ω δε εις τό σύγγραμά 
του έπιγραφόμενον επί· Γοπδβί^ηβιηβηΙ έοωκε πα­
ραγγέλματα διά τήν συγγραφήν στοιχείων Γεωμετρίας, 
•ταυτα όμως δεν έφύλαξε, καί ούτε τήν τάξιν επέτυχε.

Ό δέ ήμέτερος συγγραφεύς εις τό σύγγραμμά του ή- 
νωσε τό πλήρες μέ θαυμασίαν τάξιν, καί φαίνεται ότι 
εβαλλεν εις πράξιν όσα ό Αακρόϊος Χπαραγγέλλει εις τό 
είρημένον, σύγγραμμά του. Ή μόνη προσεκτική άνάγνω- 
σις του συγγράμματος τού Αεγένορου ήμπορεΐ νά οώση 
μίαν ιδέαν τής τάξεως μέ τήν οποίαν εκτίθενται αί προ­
τάσεις, καί ή οποία εις ούδέν άλλο σύγγραμμα παρατη- 
ρεϊται· ώστε διά ταΰτά του τά προτερήματα καί δι άλλα 
περισσότερα τό σύγγραμμα τού Αεγένορου είναι κατά τό· 
παρόν τό καλλίτερου στοιχειώδες σύγγραμμα.

"Ολα ταΰτα τά όποια καί ή ιδία πείρα μέ έβεβαίωσε, 
μέ έκαμαν νά προτιμήσω τό σύγγραμμα του Αεγένορου, 
έν ω έμελετοΰσα νά δώσω εις τό εθνός μου στοιχεία 
Γεωμετρίας.

Εις τήν μετάφρασίν μου δεν έλλειψα νά προσθέσω τι- 
νάς διασαφήσεις εις μερικάς προτάσεις εις τάς οποίας ό 
αναγνώστης ήμπορεΐ νά άπαντήση δυσκολίας, ήξεύρων
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&τι τό έθνος μας ακόμη στερείται τοιούτου είδους συγ­
γραμμάτων, τά όποια, χρείας τυχούσης, νά συμβουλέυη- 
ται ό σπουδάζων.

Α'λλ έκδίδων τον .παρόντα τόμον πρέπει νά άποκρι- 
Οώ εις την κρίσιν την όποιαν τινές έπέφερον διά την Α­
ριθμητικήν του Βουρδώνος· διότι ίσως καί διά την Γωμετρίαν 
τήν αύτήν θέλουν επιφέρει: ότι, δηλαδή, ή Αριθμητική 
αυτή είναι εκτεταμένη, καί διά τούτο όχι άρμοδία εις τήν 
νεολαίαν. "Η άπόκρισίς μου είναι ότι- ήμπορουσα νά με­
ταφράσω άλλην συντομωτέραν καθώς τήν του Αακρόίου 
ή τίνος άλλου· πλήν κάμμίαν δέν έβλεπα έξισουμένην εις 
τήν αξίαν μέ τήν τού Βουρδώνος, ή οποία συνίσταται εις 
τάς ιδέας, εις τήν μέθοδον, εις τήν σαφήνειαν, καί εις 
άλλα προτερήματα^ τά όποια οί μή κατ’ επιφάνειαν εχον- 
τες ιδέας επάνω εις τάς Μαθηματικάς έπιστήμας ήμπόροϋν 
νά παρατηρήσουν καί διά νά μή πολυλογώ, καθώς ό 
συγγραφεύς συνέγραψε τοιαύτην Αριθμητικήν διά νέους

ΟΠί. 3 8π1)ΪΓ (1β8 βρΓβΠΥβδ (Ηίβόΐβδ, βίίΙοηΙ 1θ8 ρΓ6Π1ίβΓ8 

ρβ8, (1απ8 Ια 03ΓΓΪΘΓ6 άβδ δαθπββδ, άοΐνβιχί ββ ίαΐτο (Γ- 

ιιηβ ιπβπϊοΓβ ϋίΐΓθ οί ρΓοβίπΒΙο « θ ήγουν οί όποιοι μέλ­
λουν νά ύποβληθοΰν εις αύστηράς δοκιμασίας,- καί τών ό- * 
ποιων τά πρώτα βήματα εις τό στάδιον τών επιστημών, 
πρέπει νά γίνουν άσφαλώς καί επωφελώς· ουτω καί έγώ 
τήν έμετάφρασα διά τούς νέους "Ελληνας οίτινες άσφαλώς 
θέλουν νά διατρέξουν τό εύρύχωρον πεδίον τών Μαθημα­
τικών επιστημών, καί μέλλουν νά άφιερωθοΰν εις τήν 
σπουδήν τών ακριβών επιστημών καί τών εφαρμογών των 
δι’ εκείνους άπό τούς οποίους ή νέα Ελλάς έλσΐίζεε Εύκλείδας 
καί·Άρχιμήδας, καί εισαγωγείς τών επιστημών εις τήν 
άρχαίαν πατρίδα των. Ο καιρός περιπλέον θέλει δείξει 
έάν επέτυχα εις τήν έκλογήν μου, καί έάν ή είσαξίς της 
εις τά σχολεία θέλτφ ώφελήσει τήν νεολαίαν ή όχι.

(*) Βζίπβ Γιχλ Μ, ΛΥβΓίίβδοιηβηΙ 8.

εύτύχει.
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Όστες των αναγνωστών, τούλάχεστον εις την πρώ- 
την άνάγνωσεν, θέλεε νά περεορεσθή ε’ις τα άπλά στοεχεεα, 
ήμπορεε νά παραβλέψη τάς σημειώσεις, παραρτήματα 
καε γενεκώς ο,τι εεναε τυπωμένον εις μεκρούς χαρακτήρας 
ώς όλιγώτερον ώφέλεμα ή άπαετοΰντα βαθυτέραν τήν 
σπουδήν. Θέλεε δέ έπεστρέψεε εες ταυτα δταν. τό κρίνη 
εύλογον, έκλέγων δ,τε ήθελε του φανή άρμο'δεον, καέ 
τούτο κατά τήν συμβουλήν πεφωτεσμένου τενός προφέσορος.

Σ. Κ. Οί εις το περιθώριον ευρισκόμενοι άριΘμοί σ^μειόνουν τάς προ- 
τάσεις εις τάς οποίας ό αναγνώστης παραπε'μπίταϊ <?ιά τήν κατάλεψιν των 
αποδείξεων. Εις μόνος αριθμός, ώς 4, σϊ?μειόνει τήν δ' πρότασιν τού 
άνά /εςοας βιβλίου· δύο δε αριθμοί ώς 20. 3 σημειόνουν τήν κ’ προ- 
τασιν τού γ' βιβλίου. (*).  Εις δέ τήν τριγωνομετρίαν τά άρθρα καί 
αί παραπομπαί έσ^μειώΘησαν διά ρωμαϊκών χαρακτήρων.

(*) Οί αριΰμοί ουτοι εί? τήν παρούσαν ρ,ετάρρασιν ετέόησαν έντό$ τού κει 
ρεένου.
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Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ IΑ Σ.

ΒΙΒΛΙΟΝ ΠΡΩΤΟΝ.

ΑΙ ΑΡΧΑΙ.

"Ορισμοί.

Α’. Η Γεωμετρία είνα: επιστήμη έχουσα αντικείμενου τήν 

καταμέτρησή τής έκτάσεως.
Ή δέ έκτασις έχει τρεις διαστάσεις, μήκος, πλάτος και ύψος.
Β'. Η γραμμή είναι μήκος χωρίς πλάτος.

/ Τά άκρα τής γραμμής καλούνται σημεία: το σημεΐον λοιπόν 
δεν έχει έκτασιν.

Γ. Η εύθεΐα γραμμή είνα: ο βραχύτατος δρόμος από 
έν σημείον εις άλλο.

Δ'. Κάθε γραμμή ήτις οέν είναι ούτε ευθεία ούτε σύνθετος 
από ευθείας γραμμάς, καλείται καμπύλη γραμμή.

Ούτως ΑΒ είναι ευθεία γραμμή, ΑΓΔΒ ή είναι γραμμή κεκλα- 
σμένη ή σύνθετος άπό ευθείας γραμμάς, και ΑΕΒ είναι καμ­
πύλη γραμμή, σχ. 1.

Ε'. ’Επιφάνεια είναι δ,τι έχει μήκος και πλάτος, χωρίς 
ύψος ή πάχος.

ς-'. Το επίπεδον είναι επιφάνεια, εις τήν οποίαν εάν λη- 
φθώσι κατ’ αρέσκειαν δύο σημεία, και ένωθώσι τά δύο ταΰτα 
σημεϊα δι ευθείας γραμμής, ή γραμμή αύτη εύρίσκεται δλη εις 
τήν επιφάνειαν.

Ζ\ Κάθε '.έπιφάνεια, ήτις δεν είναι επίπεδος ούτε σύνθετος α­
πό επιπέδους επιφάνειας, καλείται καμπύλη επιφάνεια.

Η'. Στερεόν ή σώμα είναι δ,τι περιέχει έν ταύτω τάς 
τρε'ίς διαστάσεις τής έκτάσεως.

Θ'. Γ'0ταν δύο εύθεΐαι γραμμαι συναπαντώνται ως ΑΒ,ΑΓ, 
ή ποσότης, ή περισσότεοον ή όλιγώτερον μεγάλη, διά τής οποίας
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Απομακρύνονται αύται αί ευθείας όσον οίρος την Οέσιν των, κα­
λείται γωνία. Το σημεϊον τής συναπαντησεως ή τής κοινής το­
μής Α είναι ή κορυφή τής γωνίας· αί δέ γραμμαί ΑΒ, ΑΓ εί­
ναι αί πλευραί αυτής, σχ. 2.

Ή γωνία σημειώνεται ενίοτε μόνον διά του γράμματος τής 
κορυφής Α, άλλοτε δέ διάν τριών γραμμάτων ΒΑΓ ή ΓΑΒ, τιθέ­
μενου όμως του γράμματος τής κορυφής εις το μέσον.

Αί γωνίας καθώς καί αί άλλαι ποσότητες, είναι δεζτικα'ι προσ - 
θέσεως, άφαιρέσεως, πολλαπλασιασμού καί διαιρέσεως· ούτως ή 
γωνία ΔΓΕ είναι τδ άθροισμα των δύο γωνιών ΔΓΒ, ΒΓΕ, καί 
ή γωνία ΔΓΒ είναι ή διαφορά τών δύο γωνιών ΔΓΕ, ΒΓΕ. σχ. 20.

Γ. "Οταν ή εύθεϊα γραμμή ΑΒ συναπαντά άλλην τινά ευ­
θείαν ΓΔ, εις τρόπον ώστε αί προσκείμενα: γωνία: ΒΑΓ, ΒΑΔ νά 
ηναι ισαι μεταξύ των, έκαστη τούτων των γωνιων καλείται γωνία 
δρθή· ή δέ γραμμή ΑΒ λέγεται κάθετος επί τής ΓΔ. σχ. 3.

ΙΑ'. Κάθε γωνία ΒΑΓ μικρότερα τής ορθής ειναιγωνία δξεΐα' 
κάθεδέ γωνία μεγαλητέρα ΔΕΖ είναι γ ω ν ί α άμβλεϊα. σχ.4.

ΙΒ'. Δυο γραμμαί λέγονται παράλληλοι, δταν, κείμεναι εις 
τδ αύτδ επίπεδον δέν είναι δυνατόν νά συναπαντηθώσιν, οσον μα­
κράν και άν προεκβληθώσι*  τοιαυταε είναι αί γραμμαί ΑΒ, ΓΔ.

ΙΓ'. Σχήμα επίπεδον είναι επίπεδον τι περιοριζόμενον ά- 
πδ δλα τα μέρη άπδ γραμμάς.

Έάν δέ αί γραμμαί ήναι εύθείαι, τδ περιεχδμενον άπδ αυτάς χω- 
ρίον καλείται σχήμαεύθύγραμμον ή πολύγωνον αί δέ γραμ- 
μαί δμοΰ λαμβανόμεναι σχηματίζουν την περίμετρον του πολυ­
γώνου. σχ. 6.

ΙΔί Τδ πολύγωνον έκ τριών πλευρών είναι τδ άπλούστερον 
άπδ δλα, καί ονομάζεται τρίγωνον. Τδ έκ τεσσάρων πλευ­
ρών καλείται τετράπλευρο ν τδ έκ πέντε, πεντάγωνον 
τδ άπδ έξ έξάγωνον, κ. τ. λ.

ΙΕί Καλείται τρίγωνον ισόπλευρόν τδ έχον τάςπρεις πλευράς 
ίσας. σχ. 7.

Τρίγωνον ισοσκελές, του οποίου·, αί δύο μόνον πλευραίεί­
ναι ίσαι. σχ. 8.

Τρίγωνον σκαληνόν, του οποίου και αί τρεις πλευραί εί­
ναι άνισοι*  σχ. 9.

ΙΣΤ\ Τδ ό ρ θ ο γ ώ ν ι ο ν τρίγωνον είναι εκείνο, τδ οποίον έχει μίαν 
γωνίαν ορθήν. Ή δέ απέναντι πλευρά εις την ορθήν γωνίαν καλείται 
Υποτείνουσα. Ούτως ΑΒΓ είναι τρίγωνον ορθογώνιον εις Α, 

, ή δέ πλευρά ΒΓ είναι ή ύποτείνουσά του. σχ. 10.
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ΙΖ’. Μεταξύ των τετραπλεύρων διακρίνονται.
Το τετράγωνον, τού δποίου αί μέν πλευραΙ είναι ίσαι, αί 

δέ γωνία; όρθαί. (βλέπε τήν' Κί πρότ. βιβλ.. Α'.) σχ. 11.
Ίο ορθογώνιον, τδ οποίον έχει τάς γωνίας δρθάς χωρίςνά 

έχη τάς πλευράς ισας (βλέπε την αυτήν προτ.) σχ. 12.
Το παραλληλόγραμμον ή ρόμβος, του οποίου αί α­

πέναντι πλευραι είναι παράλληλοι, σχ. 13.
Το ρομβοειδές, του δποίου αί πλευραι είναι ίσαι χωρίς αί 

γωνίαι νά ηναι όρθαί. σχ. 14.
Τέλος τδ τραπέζιον, του δποίου δύο πλευραι μόνον είναι 

παράλληλοι, σχ. 15.
ΙΗ'. Καλείται διαγώνιος ή γραμμή δέ, ήτις ένόνει τάς ζορυφάς 

δύο μή προσκειμένων γωνιών*  τοιαύτη δέ είναι ή ΑΓ. σχ. 42.
ΙΘ. Πολύγωνον ίσ ό π λ ε υ ρ ο ν είναι εκείνο δέ, τού δποίου δλαι 

αί πλευραι είναι ίσαι. Πολύγωνον, ισογώνιον, του δποίου δλαι 
αί γωνίαι είναι ίσαι.

Κί Δύο πολύγωνα είναι ισόπλευρα μεταξύ των, όταν έ- 
χουν τάς πλευράς ισας μίαν προς μίαν, καί θεμένας ζατά τήν αυ­
τήν τάξιν, τούτέστιν, όταν διατρέχοντες τάς περιμέτρους των 
ζατά τήν αυτήν έννοιαν, έχωμεν τήν πρώτην πλευράν του ένος 
ίσην μέ τήν πρώτην πλευράν τού άλλου, τήν δευτέραν τού ,ένδς 
μέ τήν δευτέραν τού άλλου, τήν τρίτην μέ τήν τρίτην ζαί ούτως εφε­
ξής. Τδ αύτδ εννοείται διά δύο πολύγωνα ισογώνια μ ε τ α ξ ύ τ ω ν.

Εις τήν μίαν ή τήν άλλην περίστασιν, αί ίσαι πλευραι ή αί
ίσαι γωνίαι καλούνται πλευραι ή γωνίαι ομόλογοι.

Σ. Κ. Εις τά τέσσαρα πρώτα βιβλία δ λόγος θέλει είναι πε­
ρί επιπέδων σχημάτων ή χαρακωμένων έπί επιπέδου επιφάνειας.

Εξήγησες των Όρων και σημείων.
Αξίωμα είναι πρότασις καθ’ έαυτήν φανερά.
Θεώρημα είναι αλήθεια γινομένη φανερά δι’ ένος συλλογι­

σμού καλούμενου ά π ό δ ε ι ξ ι ς.
Πρόβλημα είναι ζήτημα, τδ οποίον απαιτεί λύσιν.
Αή μ μ α εΐναι αλήθεια, τήν δποίαν μεταχειριζόμεθα συμβοηθητικώς 

διά τήν άπόδειξιν ένος θεωρήματος, ή διά τήν λύσιν ένος προβλήματος.
Τδ κοινόν όνομα πρότασις αποδίδεται άδιαφόρως εις τά θεω­

ρήματα, προβλήματα και λήμματα.
Πόρισμα είναι συνέπεια πηγάζουσα άπδ μίαν ή περισσοτέ- 

ρας προτάσεις.
Σχόλιον είναι παρατήρησες γινομένη έπί μιας ή περισσοτέρων 

ποοτάσεων προηγουμένων, σκοπόν έχουσα νά δείξη ■ τδν. δεσμόν
Γ
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των„ πήν ώρέλειάν των? τον περιορισμόν των, ή την έκτασίν των, 

'ϊ-ποθεσις είναι μία Βέσις γινόμενη εις την έκρώνησιν προ- 
τάσεώς τίνος, ή εις την δδδν μιας άποδείξεως.

Το σημεϊον = είναι τδ σημεϊον τής ίσδτητος*  ούτως ή έκ- 
ρρασις Α=Β σημειδνει δτι Α ίσον Β.

Διά νά έκρράσωμεν δτι Α είναι μικρότερου του Β, γράρομεν Α <ζΒ.
Διά νά έκρράσωμεν δέ δτι Α είναι μεγαλήτερδν του Β, γράρομεν 

Α<Β.
Τδ σημεϊον 4~ προρέρεται πλέον*  σημειδνει δέ την πρδσθεσιν.
Τδ σημεϊον—προρέρεται μεϊον*  σημειδνει δετήν άραίρεσιν*  ούτως 

Α + Β παριστάνει τδ άθροισμ,α των ποσοτήτων Α και Β. Α—Β 
παριστάνει την διαφοράν των ή δ,τι μένει άραιρεθέντος Β άπδ Α*  
παρομοίως Α—Β-4~Γ ή Α4~Τ—Β παριστάνει δτι Α και Γ 
πρέπει νά προστεθούν, και έκ τού δλου νά άραιρ’εθή Β.

Τδ σημεϊον χ σημειδνει τδν πολλαπλασιασμόν. Ούτως Α X Β 
παριστάνει τδ γινόμενόν τού Α πολλαπλασιασθέντος έπι Β. Αντί 
του σημείου X ενίοτε μεταχειριζδμεθα μίαν στιγμήν*  ούτως Α. Β 
είναι δέ τδ αύτδ μέ Α X Β*  σημειδνεται προσέτι τδ αύτδ γινόμενόν 
χωρίς παρένθεσιυ τινδς σημείου διά ΑΒ. ’Αλλά δεν πρέπει' νά 
μεταχειριζώμεΟα ταύτην την έκρρασιν, παρ’ δταν εις τδν αύτδνκαι- 
ρδν δεν έγωμευ νά μεταχειρισθώμεν έκείνης τής γραμμής ΑΒ 
άποστάσεως των σημείων Α και Β.

Ή ’Έκρρασις Α X (Β4“Γ — Δ) παριστάνει τδ γινόμενόν του 
Α έπι την ποσότητα Β-}-Γ — Δ. Έάυ έπρεπε νά πολλαπλασιά­
σω μεν Α-]~Β έπι Α — Β-4~Γ, ήθέλαμεν σημειώσει <δ γινό ­
μενόν ούτω (ΑΗ~Β) (Α — Β-(“Γ)· δ,τι περιέχεται μεταξύ 
παρενθέσεων θεωρείται ώς μία μδνη ποσδτης.

"Ενας άριθμδς έμπροσθεν μιας γραμμής ή μιας ποσδτητος, 
χρησιμεύει. ώς πολλαπλασιαστής ταύτης τής γραμμής ή 
ταύτης τής ποσδτητος*  ού'τω, διά νά έκρράσωμεν δτι ή 
γραμμή ΑΒ λαμβάνεται τρεις ροραϊς, ή τδ τριπλάσιον αυτής, 
γράρομεν 3ΑΒ*  διά νά σημειδσωμεν δέ τδ ήμισυ τής γωνίας Α, 
γράρομεν ~ Α. .

Ί δ τετράγωνον τής γραμμής ΑΒ σημειδνεται διά ΑΒ*  δ δέ 
—3

κύβος της διά ΑΒ. Έν οίκείω τδπω θέλομεν έξηγήσει, τί σημαίνει 
ακριβώς τδ τετράγωνον χα! δ κύβος μιας γραμμής.

Τδ σημεΐον δεικνύει έξαγωγήν ρίζης-. Ουτω 2 είναι ή 
τετραγωνική ρίζα του 2.]/^ (Α X Β) είναι ή ρίζα του γινομένου 
ΑΧΒ, ή ή μέση ανάλογος μεταξύ Α και Β.
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ΑΞΙΩΜΑΤΑ*.

1. Δύο ποσότητες ίσαι μέ τρίτην τινά, είναι και μεταξύ των |σαι.
2. Τδ ολον είναι μεγαλήτερρν του ίδιου μέρους.
3. Τδ ολον είναι ίσον μέ τδ άθροισμα των μερών, εις τά οποία διηρέθη.
4. Άπδ εν σημεΐον εις άλλο μίαν μόνον εύθεΐαν γραμμήν δυ- 

νάμεθα νά άξωμεν.
5. Δύο μεγέθη, γραμμή, επιφάνεια ή στερεόν, είναι ίσα όταν 

τιθέμενα τδ εν επί του άλλου έφαρμόζωσι καθ’ δλην των τήν έκτασιν.
ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.

Θεώρημα.
Αί δρθαι γωνίαι είναι ίσαι μεταξύ των.
Έστω ή εύθεΐα γραμμή ΓΔ κάθετος επί τής ΑΒ, και ή ΗΘ, 

έπι τής ΕΖ’ λέγω δέ ότι αί γωνίαι ΑΓΔ, ΕΗΘ είναι ίσαι μεταξύ 
των. σχ. 16.

Άς ληφθώσι τά τέσσαρα διαστήματα ΓΑ, ΓΒ, ΗΕ, ΗΖ ίσα, 
τδ διάστημα ΑΒ θέλει είναι ίσον μέ τδ διάστημα ΕΖ, και είναι 
δυνατόν ή γραμμή ΕΖ νά τεθή έπι τής ΑΒ, εις τρόπον ώστε 
τδ σημεΐον Ε νά πέση εις τδ Α,.καί τδ Ζ εις τδ Β. Αί δύο αύ- 
ται γραμμαί ούτως θεμέναι θέλουν εφαρμόσει*  διότι, αλλέως, ήθελον 
υπάρχει δύο εύθεΐαι γραμμαί άπδ τδ Α εις τδ Β, τδ δποΐον 
είναι αδύνατον, άξ. 4. λοιπόν τδ σημεΐον Η μέσον τής ΕΖ θέλει 
πέσει επί τού σημείου Γ, μέσου τής ΑΒ. Άφ’ ου κατ’ αυτόν 
τον τρόπον ή ΗΕ έφαρμόση μέ τήν ΓΑ, λέγω ότι ή πλευρά 
ΗΘ θέλει πέσει επί τής ΓΔ’ διότι, άς ύποθέσωμεν, εάν ήναι 
δυνατόν, ότι πίπτει· έπι μιας ευθείας ΓΚ διαφορετικής τής ΓΔ*  
επειδή, έξ ύποθέσεως, δρ. 10. ή γωνία ΕΗΘ—ΘΗΖ, πρέπει νά 
έχωμεν ΑΓΚ = ΚΓΒ. ’Αλλ’ ή γωνία ΑΓΚ είναι μεγαλητέρα 
τής ΑΓΔ, ή γωνία ΚΓΒ είναι μικροτέρα τής ΒΓΔ*  άπδ άλλό 
μέρος, έξ ύποθέσεως, ΑΓΔ=ΒΓΔ· λοιπόν ΑΓΚ είναι μεγαλη­
τέρα τής ΚΓΒ*  λοιπόν ή γραμμή ΗΘ δέν είναι δυνατόν νά πέ­
ση έπι μιας γραμμής ΓΚ διαφορετικής τής ΓΔ*  λοιπόν πίπτει 
επί τής ΓΔ, καί ή γωνία ΕΗΘ επί τής ΑΓΔ*  λοιπόν δλα*  αί 
δρθαι γωνίαι είναι μεταξύ των ίσαι.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Β.
Θεώρημ,α.

Κάθε εύθεΐα γραμμή ΓΔ, ήτις συναπαντά μίαν άλλην ΑΒ, 
κάμνει μέ αυτήν δύο γωνίας προσκειμένας ΑΓΔ, ΒΓΔ, τΑ-4- 
θρόισμα των οποίων είναι ίσον μέ δύο δρθάς γωνίας, σχ. 1’7.

Εις τήν στιγμήν Τ, άς. ύψωθή επί τής ΑΒ ή κάθετος ΓΕ. Η 
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γωνία ΑΓΔ είναι τό άθροισμα των γωνιών ΑΓΕ, ΕΓΔ*  λοιπόν 
ΑΓΔ+ΒΓΔ είναι τό άθροισμα των τριών ΑΓΕ, ΕΓΔ, ΒΓΔ. Ή 
πρώτη τούτων είναι ορθή, αί δέ δύο άλλαι κάμνουν δμού την ορθήν 
γωνίαν ΒΓΕ’ λοιπόν το άθροισμα των δύο γωνιών ΑΓΔ, ΒΓΔ 
είναι ίσον μέ δύο δρθάς γωνίας.

Πόρισμα Αί Έάν μία τών γωνιών ΑΓΔ, ΒΓΔ ήναι ορθή*  
ή άλλη θέλει είναι παρομοίως ορθή.

Πόρισμα Β'. Έάν ■ ή γραμμή ΔΕ ήναι κάθετος έπι τής 
ΑΒ, άντιστρόφως ΑΒ θέλει είναι· κάθετος έπι τής ΔΕ. σχ. 18.

Διότι, επειδή ΔΕ εΐναι κάθετος εις την ΑΒ, έπεταε δτι ή 
γωνία ΑΓΔ είναι ίση μέ τήν προσκειμένην τής ΔΓΒ, και είναι 
και αί δύο δρθαί. Άλλ’ επειδή ή γωνία ΑΓΔ είναι ορθή, έπεται 
οτι ή προσκείμενη τής ΑΓΕ είναι επίσης ορθή· λοιπόν ή γωνία 
ΑΓΕ=ΑΓΔ, λοιπόν ΑΒ είναι κάθετος επί τής ΔΕ. σχ. 34.

Π δ ρ ι σ μ α Γί 7)λαι αί διαδοχικά! γωνίαε ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΕ, 
ΕΑΖ, αί ,σχηματιζόμεναι από τό αυτό μέρος τής ευθείας ΒΖ, 
δμοΰ λαμβανδμεναι ίσοδυναμούν μέ δύο ορθά;*  διότι τό άθροισμά των 
είναι ίσον μέτό άθροισμα τών δύο προσκειμένων γωνιών ΒΑΓ, ΓΑΖ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ'.

Θεώρημα.

Δύοιεύθείαι γραμμαι, αίτινες έχουν δύο κοινά σημεία εφαρμό­
ζουν καθ’ ολην των τήν έκτασιν, και σχηματίζουν μίαν μόνην και 
τήν αυτήν ευθείαν γραμμήν.

Έστωσαν τά δύο κοινά σημεία Α και Β’ κατά πρώτον αί 
δύο γραμμαι δέν πρέπει νά κάμνουν παρά μίαν μεταξύ Α και 
Β, διότι αλλέως ήθελ'ον είναι δύο εύθέιαι γραμμαι από τό Α 
εις τό Β, τό οποίον είν'αι αδύνατον άξ. 4. Άς ύποθέσωμεν ακο­
λούθως δτι προεκβαλλόμεναι αί γραμμαι αύται, αρχίζουν νά 
χωρίζωνται εις τήν στιγμήν Γ, καί ή μέν διευθύνεται κατά τήν 
ΓΔ, ή δέ κατά τήν ΓΕ. άξωμεν εις τήν στιγμήν Γ τήν 
γραμμήν ΓΖ, ώστε νά κάμνη μέ τήν ΓΑ ορθήν γωνίαν ΑΓΖ. 
Επειδή δέη γραμμή ΑΓΔ εϊναι ευθεία, ή γωνία ΖΓΔ είναι ορθή 
πρ. 2. πόρ. 1. έπειδή δ’ έτι ή γραμμή ΑΓΕ είναι ευθεία, ή γωνία. 
ΖΓΕ είναι παρομοίως γωνία ορθή. Αλλά τό μέρος ΖΓΕ δέν είναι 

• δυνατόν νά ήναι ίσον μέ τό δλον ΖΓΔ*  λοιπόν αί εύθείαι γραμ- 
μαί, αίτινες έχουν δύο. σημεία Α καί Β. κοινά, δέν ήμποροΰν 
νά χωρισθώσιν εις κάνέν σημείον τής προεκβολής των λοιπον 
σχηματίζουν μίαν μόνην καί τήν αυτήν ευθείαν γραμμήν, σχ. 19.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.

Θεώρημα.
Έάν δύο προσκείμεναι γωνίαι ΑΓΔ, ΔΓΒ, ίσοδυναμοΰν μέ 

δύο δρθάς, αί δύο έξωτεριζα’ι πλευραί ΑΓ, ΓΒ θέλουν είναι επ’ 
ευθείας, σχ. 20.

Επειδή εάν ΓΒ δεν είναι ή προεκβολή τής ΑΓ, έστω ΓΕ 
ή Προεκβολή αυτή· τότε δέ επειδή ή γραμμή ΑΓΕ είναι εύθεϊα, τδ 
-άθροισμα των γωνιών ΑΓΔ, ΔΓΕ είναι ίσον μέ δύο δρθάς. πρ. 
2. ’Αλλ’ εξ ύποθέσεως, τδ άθροισμα των γωνιών ΑΓΔ, ΔΓΒ 
είναι επίσης ίσον μέ δύο δρθάς· λοιπόν ΑΓΔ-}-ΔΓΒ είναι ίσον 
μέ ΑΓΔ-}-ΔΓΕ·έάν δέ καί άπδ τα δύο μέρη άραιρεθή ή γωνία 
ΑΓΔ, μένει τό μέρος ΔΓΒ ίσον μέ τδ δλον ΔΓΕ, τδ οποίον 
είναι αδύνατον λοιπόν ΓΒ είναι ή προεκβολή τής ΑΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ε'.

Θεώρημα.
Οσάκις δύο εύθεϊαι γραμμαί τέμνονται, ώς ΑΒ, ΔΕ, αί κατά 

χορυρήν γωνίαι είναι ίσαι. σχ. 21.
Διότι, επειδή ή γραμμή ΔΕ είναι εύθεϊα, τδ άθροισμα τών γω­

νιών ΑΓΔ, ΑΓΕ είναι ίσον μέ δύο δρθάς· και επειδή ή γραμμή 
ΑΒ είναι εύθεϊα, τδ άθροισμα τών γωνιών ΑΓΕ, ΒΓΕ, είναι 
επίσης ίσον μέ δύο δρθάς· λοιπόν τδ άθροισμα ΑΓΔ-}-ΑΓΕείναι 
ίσον μέ τδ άθροισμα ΑΓΕ-}-ΒΓΕ· άραιρεθείσης δέ άπδ τδ εν και 
τδ άλλο μέρος τής γωνίας ΑΓΕ, μένει ή γωνία ΑΓΔ ίση μέ 
τήν άπέναντι αύτής ΒΓΕ.

Παρομοίως ήθέλαμεν αποδείξει, οτι ή γωνία ΑΓΕ είναι ίση 
μέ τήν απέναντι αύτής ΒΓΔ.

Σχόλιον. Αί τέσσαρες γωνίαι αί σχηματιζόμεναι ολόγυρα 
μιας στιγμής δύο τεμνομένων εύθειών ίσοδυναμούν μέ τέσσαρας 
δρθάς· διότι αί γωνίαι ΑΓΕ, ΒΓΕ δμου λαμβανόμεναι κάμνουν 
δύο δρθάς, αί.δέ άλλα: δύο ΑΓΔ, ΒΓΔ έχουν τήν αυτήν τιμήν.

Έάν δσαι δήποτε εύθεϊαι ΓΑ, ΓΒ, κ. τ. λ. συναπαντώνται εις 
μίαν στιγμήν Γ, τδ άθροισμα όλων τών διαδοχικών γωνιών ΑΓΒ, 
ΒΓΔ, ΔΓΕ, ΕΓΖ, ΖΓΑ, θέλει είναι ίσον μέ τέσσαρας δρθάς· 
διότι, έάν εις τήν στιγμήν Γ σχηματισθώσι τέσσαρες δρθαι γωνίαι 
ύπδ δύο εύθειών καθέτων τής μιας επί τής άλλης, τδ αύτδ χωρίον 
θέλει πληρούται τόσον άπδ τάς τέσσαρας δρθάς γωνίας, όσον καί άπδ 
τάς διαδοχικά; γωνίας ΑΓΒ, ΒΓΔ, κ. τ. λ. σχ. 22.
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ΠΡ0ΤΑΣ1Σ ΣΤ.

Θεώρημα.
Δύο τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν δύο πλευράς ίσας την κάθε 

μίαν μέ την κάθε μίαν, καί την περιεχομένην άπδ αύτάς γωνίαν 
ίσην. σχ. 23. -

Έστω ή πλευρά ΑΒ ίση μέ την πλευράν ΔΕ, ή πλευρά ΑΓ 
ίση μέ την πλευράν ΔΖ, ή γωνία Α ίση μέ την γωνίαν Δ’ λέγω 
οτι τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ Θέλουν είναι ισα.

Τώ δ'ντι τδ εν τούτων των τριγώνων δύναται νά τεθή επί του 
άλλου, ώστε εντελώς, νάέφαρμόσή, μέ αυτό. Καί κατά πρώτον έάν 
ή πλευρά ΔΕ τεθή έπι της ίσης της ΑΒ, τδ σημεΐον Δ θέλει 
πέσει εις τδ Α, και τδ Ε εις τδ Β· άλλ’ επειδή ή γωνία Δ είναι 
ίση μέ την γωνίαν Α, άο’ ου ή πλευρά ΔΕ τεθή έπι τής ΑΒ, ή 
πλευρά ΔΖ θέλει λάβει την διεύθυνσιν τής ΑΓ. Περιπλέον ΔΖ είναι 
ίση μέ την ΑΓ’ λοιπδν τδ σημεΐον Ζ θέλει πέσει εις τδ Γ, καί ή 
τρίτη πλευρά ΕΖ θέλει εφαρμόσει άκριβώς μέ την τρίτην πλευράν 
ΒΓ· λοιπδν τδ τρίγωνον ΔΕΖ είναι ίσον μέ τδ τρίγωνον ΑΒΓ. άξ. 5.

■- Πόρισμα. "Οταν τρία τινά ήναι ίσα εις δυο τρίγωνα, δηλαδή ή 
γωνία Α = Δ, ή πλευρά ΑΒ=ΔΕ, καί ή πλευρά ΑΓ—ΔΖ, ήμ- 
ποροΰμεν νά συμπεράνωμεν οτι καί τά άλλα τρία είναι ίσα, δη­
λαδή, ή γωνία Β~Ε, ή γωνία Γ=Ζ, καί ή πλευρά ΒΓ=ΕΖ.

IIΡ Ο Τ Α Σ IΣ Ζ'.
Θεώρημα.

"Οταν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίας ίσας τήν κάθε μίαν μέ 
τήν κάθε μίαν καί τήν προσκειμένην εις αύτάς πλευράν ίσην, είναι 
ίσα τά τρίγωνα.

Έστω ή γωνία Β ίση τή γωνία Ε, καί ή γωνία Γ ίση τή Ζ' 
ή πλευρά ΒΓ ίση τή πλευρά ΕΖ’ λέγω ότι τδ τρίγωνον ΔΕΖ 
θέλει είναι ίσον μέ τδ τρίγωνον ΑΒΓ. σχ. 23.

Διότι, .διά νά έκτελέσωμεν τήν έπίθεσιν (δυρθνροδΐ ΐοη), άς 
τεθή ή .ΕΖ επί τής ίσης της ΒΓ, τδ σημεΐον Ε θέλει πέσει εις. 
τδ Β, καί τδ σημεΐον Ζ εις τδ Γ. Επειδή δέ ή γωνία Ε είναι ίση 
μέ τήν γωνίαν Β, ή πλευρά ΕΔ θέλει λάβει τήν διεύθυνσιν ΒΑ. 
Ουτω τδ σημεΐον Δ θέλει ευρεθή εις εν τών σημείων τής γραμ­
μής ΒΑ. Παρομοίως επειδή ή γωνία Ζ είναι ίση τή γωνία Γ, ή 
γραμμή ΖΔ θέλει λάβει τήν διεύθυνσιν ΓΑ, καί τδ σημεΐον Δ θέλει 
ευρεθή εις εν τών σημείων .τής πλευράς ΓΑ' λοιπόν τδ σημεΐον 
Δ, τδ οποίον πρέπει νά ευρεθή έν ταύτώ έπι τών δύο γραμμών 
ΒΑ, ΓΑ, θέλει πέσει επί τής κοινής τομής των Α. Τά δύο λοι­
πόν τρίγωνα ΑΒΓ,. ΔΕΖ, έραρμόζουσι, £.αί είνίι εντελώς ίσα.
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Πόρισμα. Έκτης ίσότητος τριών πραγμάτων εις δύο τρίγω­
να, τουτέστι, ΒΓ=ΕΖ, Β= Ε, Γ=Ζ, ήμπορουμεν νά συνά- 
ξωμεν την ισότητα των άλλων τριών, τουτέστι, ΑΒ = ΔΕ, Αξ*  . 
=ΔΖ, Α=Δ.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ Η'.
Θεώρημα,

Εις κάθε τρίγωνον δποιαδήποτε πλευρά είναι μικρότερα του 
αθροίσματος των δύο άλλων, σχ. 23.

Διότι ή ευθεία γραμμή ’ ΒΓ, παραδείγματος χάριν, είναι ο 
βραχύτατος δρόμος άπο το Β εις τό Γ, δρ. 3. λοιπόν ΒΓ είναι 
μικρότερα του ΒΑ-]— ΑΓ.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ Θ'.

Θεώρημα.
Έάν εντός ένός τριγώνου ΑΒΓ ληρθή σημεϊον τι Ο, και έξ 

αύτοΰ άγθώσιν εις τά άκρα τίνος πλευράς ΒΓ αί εύθεΐαι ΟΒ, 
ΟΓ, τό άθοοισμα τούτων των ευθειών θέλει είναι μικροτερον του 
αθροίσματος τών δύο άλλων πλευρών ΑΒ, ΑΓ. σχ. 24.

*Ας ποοεζβληθή ή ΒΟ έως οΰ νά συναπαντήση την πλευράν 
ΑΓ εις Δ. Ή εύθεΐα γραμμή ΟΓ*  είναι μικροτέρα άπο ΟΔΗ~ΑΓ. 
προ. 8. ποοσθέτοντες δέ και εις τάδύο μέρη ΒΟ, εχομεν ΒΟ~4“ 
ΟΓ <Β04-0Δ+ΔΓ ήΒ0 + 0Γ<ΒΔ4-ΔΓ.

Εχομεν παρομοίως ΒΔ<ίΒΑ-{~ΑΔ· ποοσθέτοντες δέ και εις 
τά δυο μέρη ΔΓ, συνάγομεν ΒΔ-}~ΔΓ <4 ΒΑ—ΡΑΓ. Άλλ’ ευ-, 
ρήκαμεν ΒΟΗ-ΌΓ <έΒΔΗ“ΔΓ. Αοιπόν, πολύ . περισσότερόν 
ΒΟ + ΟΓ <ΒΑΗ-ΑΓ.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ Ι'-Υ'

Θεώρημα.
Έάν αί δύο πλευρά! ΑΒ, ΑΓ, του τριγώνου ΑΒΓ ήναι Γσαι 

μέ τάς δύο πλευράς ΔΕ, ΔΖ του τριγώνου ΔΕΖ, ή κάθε μία μέ 
τήν κάθε μίαν*  έάνειςτόν αυτόν καιρόν ή γωνία ΒΑΓ ή περιεχο- 
μένηςάπό τάς πρώτας, ήναι μεγαλητέρα τής γωνίας ΕΔΖ, τής περιε- 
χομένη από τάς δευτέρας*  λέγω δτι ή τρίτη πλευρά ΒΓ -του 
πρώτου τριγώνου θέλει είναι μεγαλητέρα τής τρίτης ΕΖ·τοΰ δευ­
τέρου. σχ. 25.

Άς γένη ή γωνία ΓΑΗ—Δ, άς ληρθή ΑΗ=ΔΕ, και άς έ- 
πιζευχθή ΓΗ, το τρίγωνον ΗΑΓ Θέλει είναι ίσον μέ τό τρίγωνον 
ΔΕΖ/ επειδή έχουν έκ τής κατασκευής μίαν γωνίαν ίσην περιεχο- 
μένην μεταξύ πλευρών ίσων. προ. 6. εχομεν λοιπόν ΓΗ=ΕΖ- 
Τώρα δέ δυνατόν νά ακολουθήσουν τρεϊς περιστάσεις, καθώς τό ση
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^χεϊον Η πέση έκτος του τριγώνου ΑΒΓ, ή επί τής πλευράς ΒΓ. 
•ή εντός του βίου τριγώνου.

Πρώτη περίστασις. 'Η ευθεία γραμμή ΗΓ είναι μικρότερα από 
ΗΙ-4-ΙΓ, ή εύθεΐα γραμμή ΑΒ είναι μικρότερα άπό ΑΙ-^ ΙΒ’ 
λοιπόν ΗΓ + ΑΒ είναι μικροτέρα του ΗΙ + ΑΙ+ ΙΓ + ΙΒ ή 
τδ οποίον είναι το αυτδ, ΗΓ 4“ ΑΒ 4“ ΑΗ ΒΓ. Εάν δέ άπδ τδ 
£ν μέρος άφαιρεθή ΑΒ, και άπδ τδ άλλο ή ίση της ΑΗ, μένει 
ΗΓ<^ΒΓ: αλλάΗΓ = ΕΖ.Αοιπδν'θέλομενέχειΕΖ<^ΒΓ. σχ.25.

Δευτέρα περίστασις. Έάν τδ σημεΐον Η πέση έπί τής πλευράς 
ΒΓ, φανερόν είναι, δτι ΗΓ, ή ή ίση της ΕΖ θέλει είναι μικροτέρα 
τής ΒΓ/σχ. 26.

Τρίτη περίστασις. Τέλος έάν τδ σημεΐον Η πέση εντός του τρι­
γώνου ΑΒΓ, θέλομεν έχει, κατά τδ προλαδδν θεώρημα, ΑΗ + 
ΗΓ ΑΒ 4“ ΒΓ*  άφαιρεθείσης δέ άπδ τδ εν μέρος τής ΑΗ, καί ά­
πδ άλλο τής ίσης της ΑΒ7 μένει ΗΓ <^ΒΓ, ή ΕΖ <^ΒΓ. σχ. 27.

Σχόλιόν. Αντίστροφος, έάν αί δύο πλευραί ΑΒ, ΑΓ, του 
τριγώνου ΑΒΓ ήναι ίσαι μέ τάς δύο πλευράς ΔΕ, ΔΖ, του τρι­
γώνου ΔΕΖ*  έάν περιπλέον, ή τρίτη πλευρά ΓΒ του πρώτου τρι­
γώνου ήναι μεγαλητέρα τής τρίτης ΕΖ του δευτέρου, λέγω δτιή 
γωνία ΒΑΓ του πρώτου τριγώνου Θέλει είναι μεγαλητέρα τής γω­
νίας ΕΔΖ του δευτέρου..

Διότι, έάν δέν ήναι μεγαλητέρα ή γωνία ΒΑΓ τής ΕΔΖ, πρέ­
πει.νά ήναι ίση ή μικροτέρα*  έάν τδ πρώτον, ή πλευρά ΓΒ ήθελεν 
•είναι ίση τή ΕΖ, πρ. 6. έάν τδ δεύτερον, ΓΒ ήθελεν είναι μικροτέρα 
τής ΕΖ*  άλλά και τά δύο έναντιονονται εις τήν ύποθεσιν*  λοιπδν 
ή γωνία ΒΑΓ είναι μεγαλητέρα τής ΕΔΖ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΑ'.

Θεώρημα.
Δύο τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν τάς τρεΐς πλευράς ίσας τήν 

αάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν.
Έστω ή πλευρά ΑΒ = ΔΕ, ΑΓ = ΔΖ, ΒΓ = ΕΖ*  λέγω δέ δτι 

Όέλομεν έχει τήν γωνίαν Α = Δ, Β = Ε, Γ = Ζ. σχ. 23.
Διότι έάν ή γωνία Α ήτο μεγαλητέρα τής γωνίας Δ, έπειδή αί 

πλευραί ΑΒ, ΑΓ, είναι ίσαι μέ τάς πλευράς ΔΕ, ΔΖ, ή κάθε μία 
μέ τήν κάθε μίαν ήθελον άκολουθήσέι, κατάτδ προλαβδν θεώρημα, 
■ώστε ή πλευρά ΒΓ νά ήναι μεγαλητέρα τήςΕΖ*  έάν δέ ή γωνία Α 
■ήτο μικροτέρα τής γωνίας Δ, ήθελεν άκολουθήσέι ώστε ή πλευρά 
ΒΓ νά ήναι μικροτέρα τής ΕΖ*  άλλά ΒΓ είναι ίση τή ΕΖ*  λοιπδν ή 
γωνία Α δέν είναι δυνατόν νά ήναι ούτε μεγαλητέρα ούτε μικρά- 
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τέρα τής γωνίας Δ*  λοιπόν είναι ίση μέ αυτήν- Παρομοίως άπο- _ 
δεικνύεται δτι ή γωνία Β = Ε, χαί ή γωνία Γ=Ζ.

Σχόλιο ν. Παρατηρουμεν δτι αί ίσαι γωνίαι είναι απέναντι 
τών ίσων πλευρών ούτως αί ισαι γωνίαι Α και Δ είναι απέναντι 
τών ίσων πλευρών ΒΓ, ΕΖ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ'.

Θεώρη μα.
Εις εν ισοσκελές τρίγωνον, αί απέναντι γωνίαι τών ίσων πλευ­

ρών είναι ισαι.
Έστω ή πλευρά ΑΒ = ΑΓ, λέγω δτι θέλομεν έχει τήν γωνίαν 

Γ=Β. σχ. 28.
Άς άχθη ή γραμμή ΑΔ έκ τής κορυφής Α εις τήν στιγμήν Δ 

μέσον τής βάσεως ΒΓ, τάδύο τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ, Θέλουν έχει 
τάς τρεϊς πλευράς ίσας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν τουτέ- 
στι ΑΔ κοινήν, ΑΒ —ΑΓ εξ ύποθέσεως, και ΒΔ = ΔΓ έκ τής 
κατασκευής- λοιπόν, κατά τό προλαβόν θεώρημα, ή γωνία Β είναι 
ίση μέ τήν γωνίαν Γ.

Πόρισμα. Έν ισόπλευρον τρίγωνον είναι εν ταύτώ και ισογώνιον, 
δηλαδή, έχει τάς γωνίας του ίσας.

Σχόλιον. Ή ίσότης τών τριγώνων ΑΒΔ, ΑΓΔ δεικνύει εις τον 
αυτόν καιρόν, οτι.ή γωνία ΒΑΔ=ΔΑΓ, καί ή γωνία ΒΔΑ =ΑΔΓ*  
λοιπόν αί δύο τελευταΐαι αύται είναι δρθαί*  λοιπόν ή αγόμενη 
γραμμή έκ τής κορυφής ένός ισοσκελούς τριγώνου εις τό μέσον 
τής βάσεώς του, είναι κάθετος εις. ταύτην -τήν βάσιν, και διαιρεί 
τήν γωνίαν τής κορυφής εις δύο ίσα μέρη.

Εις εν τρίγωνον μή ισοσκελές άδιαφόρως λαμβάνεται ως βάσις 
οποιαδήποτε πλευρά, καί*  τότε ή κορυφή του είναι έκείνη τής απέ­
ναντι γωνίας- εις τό ισοσκελές δμως τρίγωνον λαμβάνεται ως βάσις 
ή πλευρά, ήτις δεν είναι ίση μέ μίαν τών άλλων δύο.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΓ'.
Άντιστρόφως έάν δύο γωνίαι εις έν τρίγωνον ήναι ίσαι, αί απέ­

ναντι πλευραί θέλουν είναι ίσαι, καίτό τρίγωνον θέλει είναι ισοσκελές.
Έστω ή γωνία ΑΒΓ = ΑΓΒ*  λέγω δέ δτι ή πλευρά ΑΓ θέλει είναι 

ίση μέ τήν ΑΒ. σχ. 29.
Διότι, έάν αί πλευραί αύται δέν ήναι ίσαι, έστω ΑΒ ή μεγαλη- 

τέρα τών.δύο. Άς ληφθή ΒΔ=ΑΓ, καί ας έπιζευχθή ΔΓ’ ή γω­
νία ΔΒΓ είναι, έξ ύποθέσεως, ίση^τή ΑΓΒ’ αί δύο δέ πλευραί ΔΒ, ΒΓ 
είναι ίσαι μέ τάς δύο-ΑΓ, ΓΒ’·λοιπόν τό-. τρίγωνον] ΔΒΓ προ. 6. - 
ήθελεν είναι ίσαι μέ τό τρίγωνον ΑΓΒ*  αλλά τό μέρος δέν -είναι 
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δυνατδν νά ίσούται μέ τδ δλον λοιπδν δέν υπάρχει ούδεμία άνι- 
σότης μεταξύ τών πλευρών ΑΒ, ΑΓ’ λοιπδν τδ τρίγωνον ΑΒΓ 
χίναι ισοσκελές.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ'.

Θεώρημα.
Έκ δύο πλευρών ένδς τριγώνου, εκείνη είναι ή μεγαλητέρα, ήτις 

εΐναι απέναντι τής μεγαλητέρας γωνίας, και άντιστρο©ως, εκ δύο 
γωνιών ένδς τριγώνου ή μεγαλητέρα είναι ή άπέναντι τής μεγαλη­
τέρας πλευράς.

1.0ν Έστω ή γωνιά Γ^>Β, λέγω δέ δτι ή πλευρά ΑΒ ή απέναντι 
τής γωνίας Γ είναι μεγαλητέρα τής πλευράς ΑΓ τής απέναντι τής 
γωνίας Β. σχ. 30.

"Άς γένη ή γωνία ΒΓΔ = Β. Εις τδ τρίγωνον ΒΔΓ έχομεν 
πρ. 13. ΒΔ=ΔΓ. άλλ’ ή εύθεΐα γραμμή ΑΓ είναι μικροτέρα 
άπδ ΑΔ+ΔΓ, καί ΑΔ+ΔΓ = ΑΔ + ΔΒ = ΑΒ*  λοιπδν ΑΒ 
.είναι μεγαλητέρα τής.ΑΓ.

2.0ν Έστω ή πλευρά ΑΒ^>ΑΓ, λέγω δτι ή γωνία Γ ή απέναντι 
τής πλευράς ΑΒ Θέλει είναι μεγαλητέρα τής γωνίας Β τής άπέναντι 
τής ΑΓ. Διότι εάν είχαμεν Γ<^Β, ήθελεν άκολουθήσει, έκ τών 
αποδεδειγμένων, ΑΒ<^ΑΓ, τδ οποίον είναι έναντίον τής ύποθέ- 
σεως. Έάν δέ Γ = Β, ήθέλαμεν έχει πρ. 13. ΑΒ = ΑΓ, τδ 
δποΐον ακόμη έναντιούται εις τήν ύπόθεσιν λοιπδν ή γωνία Γ πρέπει 
νά ήναι μείζων τής Β.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΕ'.

Θεώρημα.
Έξ ένδς - δεδομένου σημείου Α έκτδς μιάς ευθείας ΔΕ, μία μο­

νή κάθετος είναι δυνατδν νά άχθη επί ταύτην τήν ευθείαν. σχ. 31.
Διότι άς ύποθέσωμεν δτι είναι δυνατδν νά άχθώσι δύο ΑΒ καί 

ΑΓ*  άς προεκβάλωμεν μίαν τούτων τήν ΑΒ ποσότητά τινα ΒΖ 
= ΑΒ, καί άς έπιζεύξωμεν ΖΓ.

. Τδ τρίγωνον ΓΒΖ είναι ίσον μέ τδ τρίγωνον ΑΒΓ; επειδή ή γω­
νία ΓΒΖ είναι ορθή καθώς καί ή ΓΒΑ, ή πλευρά ΓΒ είναι κοινή, 

■ ή δέ ΒΖ=ζ=.ΑΒ· λοιπδν τά*  τρίγωνα ταυτα είναι , ίσα πρ. 6. καί 
επεται δτι ή γωνία ΒΓΖ==ΒΓΑ. Η γωνία ΒΓΑ είναι ορθή έξ 
ύποθέσεως*  λοιπδν. ή γωνία ΒΓΖ είναι επίσης ορθή. ’Αλλ’ έάν αί 
προσκείμενα*  γωνίαι δμου ίσοδυναμούν μέ δύο. δρθάς,. πρέπει, ή 
γραμμή ΑΓΖ νά ήναι εύθεΐα πρ. 4. Τ)θεν επεται δτι μεταξύ δύο 

■ σημείων Α και Ζ, ήθελεν .είναι .δυνατδν νά άχθώσι δύο εύθεΐαι 
ΑΒΖ,; ΑΓΖ\.το,έποϊον.; είνα« άδύ:/α,τρν.,„άξ.. 4. .-Αοίπδν .$>αιχπ^0’ 
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μοίως αδύνατον νά άχθώσι δύο κάθετοί έξ ένδς και του θύτου 
σημείου έπί της ίδιας ευθείας γραμμής.

Σγόλιον. Άπδ τδ αύτδ σημεΐον Γ διδδμενον έπί της γραμμής 
ΑΒ, είναι επίσης αδύνατον νά ύύωθώσι δύο κάθετοι εις ταύτην 
τήν*  γραμμήν*  διότι έάν ΓΔ και ΓΕ ήσαν αί δύο αύται κάθετοι, 
ή γωνία ΔΓΒ ήθελεν είναι ορθή καθώς και ή ΒΓΕ, και τδ μέρος 
ήθελεν είναι ίσον τώ δλω. σχ. 17.

Π Ρ Ο Τ Α Σ I Σ ΙΣΤ'. 1~

Θεώρημα.
Έάν έξ ένδς σημείου Α κειμένου έζτδς ευθείας τινδς ΔΕ ά- 

ξωμεν τήν κάθετον ΑΒ επί ταύτην τήν εύθεΐαν, και διάφορους 
πλαγίας ΑΕ, ΑΓ, ΑΔ κ. τ. λ., εις διάφορα .σημεία ταύτης τής 
ευθείας, σχ. 31.

I.07 Η κάθετος ΑΒ θέλει είναι μικρότερα κάθε πλαγίας.
2.°’; Αί δύο πλάγιαι ΑΓ, ΑΕ, ήγμέναι άπδ τδ έν καί τδ άλ­

λο μέρος τής καθέτου εις ίσα διαστήματα ΒΓ, ΒΕ θέλουν είναι ί'σαι.
3.07 Άπδ δύο πλαγίας ΑΓ καί ΑΔ, ή ΑΕ και ΑΔ ήγμένας 

κατ’ αρέσκειαν, ή άπομακρυνομένη περισσότερόν τής καθέτου θέλει 
είναι ή μεγαλητέρα.

Άς προεκβληθήή κάθετος ΑΒ ποσότητα τινά ΒΖ = ΑΒ, και 
ας έπιζευχθώσι ΖΓ, ΖΔ.

I.07 Τδ τρίγωνον ΒΓΖ είναι ίσον μέ τδ τρίγωνον ΒΓΑ, επειδή 
ή ορθή γωνία ΓΒΖ = ΓΒΑ, ή πλευρά ·ΓΒ είναι κοινή, ή δε ΒΖ 
=:ΒΑ. Αοιπδν πρ. 6. ή τρίτη ΓΖ είναι ίση μέ τήν τρίτην ΑΓ. 
Τώρα, ΑΒΖ εύθεΐα γραμμή εν.αι μικροτέρα τής ΑΓΖ γραμμής 
ζεκλασμένης*  λοιπόν ΑΒ ήμισυ τής ΑΒΖ είναι μικροτέρα τής ΑΓ 
ήμίσεως τής ΑΓΖ*  λοιπδν I.07 ή κάθετος είναι μικροτέρα κάθε 
πλαγίας.

2.07 Έάν ύποτεθή ΒΕ —ΒΓ, επειδή έκτδς του δτιΑΒεΤναι 
κοινή καί ή γωνία ΑΒΕ = ΑΒΓ, έπεται δτι τδ τρίγωνον ΑΒΕ 
είναι ίσον μέ τδ τρίγωνον ΆΒΓ πρ. *6.  λοιπδν αί πλευραί ΑΕ, 
ΑΓ είναι ί'σαι*  λοιπδν 2.07 δύο πλάγιαι ισάκις άπομακρυνδμεναι 
τής καθέτου είναι ίσαι.

3.07 Εις τδ τρίγωνον ΔΖΑ τδ άθρςισμα των γραμμών ΑΓ,ΓΖ, 
είναι μιζρδτερον. πρ. 9. τού αθροίσματος των πλευρών ΑΔ, ΔΖ*  
λοιπδν ΑΓ, ήμισυ τής γραμμής ΑΓΖ είναι μικροτέρα τής ΑΔ 
ήμίσεος τής ΑΔΖ*  λοιπδν 3.07 αί πλάγιαι αίτινες περισσότερόν 
απομακρύνονται τής καθέτου είναι μεγαλήτεραι.

Πόρισμα Α/. Τ1 κάθετος μετρεΐ τήν αληθινήν άπδστασιν ένδς 
σημείου άπδ μίαν γραμμήν, ώς μικρότερα κάθε πλαγίας.
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Πόρισμα Β'. Άπό το αυτό σημεΐον δέν είναι δυνατόν νά αχ- 

θώσιν εις τήν αυτήν ευθείαν τρεΐς ίσαι εύθεΐαι*  διότι εάν τούτο 
ητον δυνατόν, ήθελον υπάρχει από τό αυτό μέρος τής καθέτου 
δύο ίσαι πλάγιαι, τό οποίον είναι αδύνατον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΖ'.
Θεώρημα.

Έάν έκ του σημείου Γ, μέσου τής ευθείας ΑΒ, ύψωθή ή κά­
θετος ΕΖ έπι ταύτης τής ευθείας. 1.ον κάθε σημεΐον τής καθέτου 
ίσάκις θέλει απέχει των δύο άκρων τής ΑΒ. 2.ον κάθε δέ ση­
μεΐον έκτος τής καθέτου άνισάκις θέλει απέχει των αυτών ακοών 
Α και Β. σχ. 32.

Διότι, 1.ον επειδή υποτίθεται ΑΓ = ΓΒ, αί δύο πλάγιαι ΑΔ, 
ΔΒ ισάκις απομακρύνονται τής καθέτου*  λοιπόν είναι ίσαι. Τό 
αυτό δέ υπάρχει διά τάςπλαγίας ΑΕ, ΕΒ, ΑΖ, ΖΒ,κ. τ. λ. ^λοιπόν 
10> κάθε σημεΐον τής καθέτου ισάκις απέχει των άκρων Α και Β.

2.ον Εστω I εν σημεΐον εκτός τής καθέτου. ’Εάν έπιζευγθώσι 
ΙΑ, ΙΒ, ή μία των γραμμών τούτων θέλει τέμνει τήν κάθετον 
εις Δ, δθεν άγοντες -τήν ΔΒ, θέλομεν έχει ΔΒ=^ςΔΑ. Άλλ’ ή 
εύθεΐα γραμμή ΙΒ είναι μικροτέρα τής κεκλασμένης ΙΔ-ΔΒ, 
και ΙΔ-|-ΔΒ—ΙΔ-|-ΔΑ=ΙΑ· λοιπόν ΙΒ<^ΙΑ*  λοιπόν 2.0νκάθε 
σημεΐον έκτος τής καθέτου άνισάκις απέχει τών άκρων Α καί Β.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΗ'.
Θεώρημα.

Δύο τρίγωνα ορθογώνια είναι ίσα, όταν έχουν τήν Υποτείνουσαν 
και μίαν πλευράν ίσην.

*Εστω ή υποτείνουσα ΑΓ = ΔΖ, καί ή πλευρά ΑΒ = ΔΕ*  λέγω 
δέ ότι τό ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ θέλει είναι ίσον μέ τό ορθογώ­
νιον τρίγωνον ΔΕΖ. σχ. 33.

Ή ίσότης ήθελεν είναι φανερά, έάν ή τρίτη πλευρά ΒΓ ήτον 
ίση μέ τήν τρίτην πλευράν ΕΖ. *Ας  ύποθέσωμεν, ει δυνατόν, 
δτι αί πλευραι αυται δέν είναι ίσαι, καί έστω ΒΓ ή μεναλητέρα. 
Ας ληφθη ΒΗ=ΕΖ, καί ας έπιζευχθή ΑΗ. Τό τρίγωνον ΑΒΙΙ 
είναι ίσον μέ τό ΔΕΖ*  διότι ή ορθή γωνία Β είναι ίση μέ τήν 
ορθήν Ε, ή πλευρά ΑΒ = ΔΕ, καί ή ΒΗ = ΕΖ*  λοιπόν τά δύο 
,ταΰτα τρίγωνα είναι ίσα πρ. 6. καί έπομένως ΑΗ = ΔΖ*  άλ- 
λ εξ υποθεσεως ΔΖ =ΑΓ*  λοιπόν ΑΗ = ΑΓ. ’Αλλ’ ή πλαγία 
ΑΓ δεν είναι δυνατόν νά ήναι ίση τή ΑΗ πρ. 16. ώς· περισσό­
τερον άπρμακρυνομένη τής καθέτου ΑΒ*  λοιπόν είναι αδύνατον ή
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ΒΓ να διαρερη τής ΕΖ' λοίπον το τρίγωνον ΑΒΓ ι'ιναι Ισον (αέ 
τύ ΔΕΖ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ιθ'.

Θεώρημα.
Εις κάθε τρίγωνον, τ5 άθροισμα των τριών γωνιών είναι 

Γσον μέ δύο δρθάς.
’Εστω ΑΒΓ τδ προτιθέμενον τρίγωνον εις το οποίον ύποθέτο- 

μεν. (1) δτι ΑΒ είναι ή μεγαλητέρα, ή δέ ΒΓ ή μικρότερα, 
πλευρά, και ούτως Α.ΓΒ είναι ή μεγαλητέρα γωνία ή δέ ΒΑΓ 
ή μικρότερα*  πρ. 14. σχ. 35.

Έκ τής στιγμής Α και τής στιγμής I μέσου τής απέναντι 
πλευράς ΒΓ, άς άχθη ή ευθεία ΑΙ, ήτις άς προεκβληθή εις Γζ 
ώστε ΑΓ,= ΑΒ*  παρομοίως άς προεκβληθη ΑΒ εις Β , ώστε 
ΑΒΖ νά ήναι διπλάσιά τής ΑΙ.

Έάν σημειωθώσι διά Α, Β, Γ, αί τρεϊς γωνίαι του τριγώνου 
ΑΒΓ, και παρομοίως διά Α\ Β', Γ αί τρεις τού τριγώνου ΑΒΓ'*  
λέγω δέ ήδη δτι θέλομεν έχει την γωνίαν Γ' = Β 4“ Γ, και την γω­
νίαν Α = Α' + Β'· δθεν έ'πεται Α 4~ Β 4~ Γ = Α ' 4“ Β 4~ Γ'~ 
τούτέστιν δτι τδ άθροισμα των τριών γωνιών είναι τδ αύτδ καί εις τά 
δύο τρίγωνα.

Πρδς άπδδειξιν τούτου, άς γένη ΑΚ'=Αϊ, καί άς έπιζευχ- 
θή Γ'Κ', θέλομεν έχει τδ τρίγωνον ΓΆΚΖ ίσον μέ τδ ΒΑΓ 
Διότι εις τά δύο ταύτα τρίγωνα, ή κοινή γωνία Α .περιέχεται 
μεταξύ πλευρών ίσων άνά μίαν, δηλαδή: ΑΓ' = ΑΒ, καί ΑΚ'= 
ΑΙ. Λοιπδν ή τρίτη πλευρά Γ'Κ' είναι ίση μέ την τρίτην ΒΓ 
λοιπδν ωσαύτως ή γωνία ΑΓ'Κ'= ΑΒΓ καί ή γωνία ΑΚ'Γ*  
= ΑΙΒ.

Λέγω δέ τώρα δτι τδ τρίγωνον ΒΈ'Κ' είναι ίσον μέ τδ ΑΓΙ, 
διότι τδ άθροισμα τών δύο προσκειμένων γωνιών ΑΚΤ' 4“ Γ'Κ'Β' 
είναι ίσον μέ δύο' δρθάς πρ. 2. καθώς καί τδ άθροισμα τών 
δύο γωνιών ΑΙΓ4*ΛΙΒ.  Έάν καί άπδ τά δύο μέρη άφαφεθώ- 
σιν αί ίσαι γωνίαι ΑΚ'Γ', ΑΙΒ μένει ή γωνία Γ'Κ'Β^ΑΙΓ. 
Αί πλευραί αί περεέχουσαι τάς ίσας ταύτας γωνίας είναι ίσαι 
ή κάθε μία μέ την κάθε μίαν, δηλαδή ΓΚ==ΙΒ = ΓΙ, και 
ΚΒΖ = ΑΚ' = ΑΙ, επειδή ύπετέθη ΑΒΖ = 2ΑΙ = 2ΑΚ/. Λοι­
πόν τά δύο τρίγωνα Β'Γ'Κ', ΑΓΙ είναι ίσα. πρ. 6. ’Ακολούθως

(1) II ύπόθεσις αύτη α:ν αποκλείει την περίστα/τιν, καθ’ ην η μέσ® 
πϊευρα ΑΓ τ?θ$)εν είναι ίσια μ,ε μίαν τών άκρων ΑΒ η ΒΓ.



16
ή πλευρά Γ'Β' = ΑΓ, ή γωνία ΒΤ'Κ' = ΑΓΒ, και η γωνία 
Κ'ΒΤ —ΓΑΙ.

Έζ τούτου επεται 1.ον δτι ή γωνία ΑΓ Β ή σημειωθεϊσα διά 
Γ' σύγζειται άπδ δυο ίσας γωνίας μέ τάς γωνίας Β ζαι Γ 
τού τριγώνου ΑΒΓ, ζαι ούτως έχομεν Γ ^Β+Γ· 2?ν δτι 
ή γωνία Α του τριγώνου ΑΒΓ σύγζειται έζ της γωνίας Α' ή 
ΓΆΒ' ήτις άνήζει εις τδ τρίγωνον ΑΒΤ' ζαι της γωνίας ΓΑΙ 
ίσης μέ τήν γωνίαν Β' τού ίδιου τριγώνου, δηλαδή Α = Α'4~ 
Β'*  λοιπδν Α4“Β 4“ Γ—Α'+Β'+Γ'. Άπδ άλλο μέρος, επειδή 
έξ ύποθέσεως ΑΓ < ΑΒ, ζαι έπομένως Γ'Β' <ΆΓ', βλέπομεν δτι 
εις τδ τρίγωνον ΑΓ'Β' ή γωνία εις Α, ή σημειωθεϊσα διά Α', είναι 
μικρότερα τής Βή ζαι επειδή τδ άθροισμα τών δύο είναι ίσον μέ 
τήν γωνίαν Α τού τριγώνου ΑΒΓ, επεται δτι ή γωνία Α' <4 Α.

Έάν έραρμόσωμεν τήν αυτήν ζατασζευήν εις τδ τρίγωνον ΑΒΈ, 
■διά νά σχημάτίσωμεν εν τρίτον τρίγωνον ΑΓ"Β„, τού οποίου τάς 
γωνίας σημειδνομεν διά Α",Β",Γ'ζ θέλομεν έχει παρομοίως τάς 
δύό ισότητας Γ=Γ 4-Β,Α== Α4“Β", οθεν επεται Α -—Β —Ή 
Γ=Α 4-Β 4— Γλ Ούτω τδ άθροισμα τών τριών γωνιών είναι 
το ίδιον εις ταύτα τά τρία τρίγωνα*  είς. τδν αύτδν καιρδν θέλομεν 
έχει τήν γωνίαν Ά <ή ~ Α’, ζαι έπομένως Α”<^ή· Α.

Εξαζολουθούντες άπροσδιορίστως τήν σειράν τών τριγώνων 
ΑΓΒ, ΑΓΒ’, ζ. τ. λ. θέλομεν φθάσει εις εν τρίγωνον αβγ είς 
τδ οποίον τδ άθροισμα τών τριών γωνιών θέλει είναι τδ ίδιον ώς 
εις τδ τρίγωνον ΑΒΓ, ζαι τδ οποίον θέλει έχει τήν γωνίαν α 
μιζροτέραν δποιουδήποτε δρου τής ζατιούσης προόδου ~ Α, 
ά Α, ~ Α, ζ. τ. λ.

Δυνάμεθα λοιπδν νά ύποθέσωμεν ταύτην τήν σειράν τών τριγώ­
νων προεζτεινομένην έως δτου ή γωνία α νά ήναι μιζροτέρα πάσης 
δεδομένης.

Και έάν διά μέσου τού τριγώνου αβγ ζατασζευάσωμεν τδ άζό- 
λουθον τρίγωνον αβγ\ τδ άθροισμα τών γωνιών ά 4“ β' τούτου θέλει 
είναι ίσον μέ τήν γωνίαν α, ζαι έπομένως μιζρότερον πάσης δεδομέ­

νων δτι τδ άθροισμα τών τριών 
σχεδδν είς τήν μόνην γωνίαν γ'. 
ον τούτου τού άθροίσματος, άς

προεζβαλωμεν τήν πλευράν άγ πρδς τδ.δ', ζαι άς ζαλέσωμεν χ' 
τήνέζτδς γωνίαν βγ'δ' ή γωνία χ', μετά τής γωνίας, γ*  τού τριγώ­
νου άβγ',ζάμνει άθροισμα ίσον μέ δύο δρθάς. πρ. 2. Ούτω σημειό- 
νοντες τήν ορθήν γωνίαν διά Ο, θέλομεν έχει γ =20—χ*·  λοιπδν 
τδ άθροισμα τών γωνιών τού τριγώνου άγβ" θέλει είναι.

νης γωνίας. Εζ τού οποίου βλεπο 
γωνιών τού τριγώνου α'βγ'άγεται 

Διά νά έχωμεν τδ άζριβές μέτρ
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2θ~ΗΗ-β'—χ'

Άλλα δυνάμεθα νά νοήσωμεν δτι αι πλευραι και αί γωνίαν 
τρίγωνου άβ'γ' μεταβάλλονται, εις τρόπον ώστε διά της μεταβολής 
ταύτης νά παριστάνη τά τρίγωνα, τά δποϊα έκ τής αυτής κατασκευής 
γεννώνται καί πλησιάζουν μάλλον επί μάλλον προς το οριον, οπού 
αί γωνίαι ά και β' ήθελον είναι μηδέν. Εις τδ οριον τούτο, ταυτιζόμε­
νης τής ευθείας άγ'δ' μέ τήν άβ' τά τρία σημεία ά, γ', β' θέλουν είναι 
επ’ ευθείας*  τότε αί γωνίαι β' καί χ' μηδενίζονται εις τον αυτόν και­
ρόν καθ’δν καί ή ά*  και ή ποσοτης 20 ά —β'—χ' μέτρον του α­
θροίσματος των τριών γωνιών του τριγώνου άγ'β', άγεται εις 20. 
Λοιπδν εις κάθε τρίγωνον τδ άθροισμα τών τριών γωνιών είναι ίσον 
μέ δύο δρθάς. 7

Πόρισμα Α'. Γνωρίζοντες δύο γωνίας τριγώνου τινδς ή μόνον 
τδ αθροισμάτων, προσδιορίζομεν τήν τρίτην, άφαιροΰντεςτδάθροισμα 
τούτων τών γωνιών άπδ δύο όρθάς.

Β'. Έάν δύο γωνίαι τριγώνου τινδς ήναι ίσαι μέ τάς δύο γωνίας 
άλλου, ή κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν, και ή τρίτη του ένδς θέλει 
είναι Γ η μέ τήν τρίτην του άλλου, και τά δύο τρίγωνα θέλουν είναι 
ισογώνια μεταξύ των.

Γ'. Εν τρίγωνον δέν είναι δυνατδν νά εχη παρά μίαν μόνην ορθήν 
γωνίαν*  επειδή έάν είχε δύο, ή τρίτη έπρεπε νά ήναι μηδέν*  πολύ 
περισσότερον δέν είναι δυνατδν νά έχη παρά μίαν μόνην άμβλεΐαν 
γωνίαν.

Δ'. Εις τδ ορθογώνιον τρίγωνον τδ άθροισμα τών δύο οξειών 
γωνιών είναι ίσον μέ μίαν ορθήν.

Ε'., Εις τδ ισόπλευρον τρίγωνον κάθε γωνία είναι τδ τρίτον δύο 
ορθών ή τά δύο τρίτα μιας ορθής. Λοιπδν έάν ή ορθή γωνία έκφρασθή 
διά I, ή γωνία του ισοπλεύρου τριγώνου θέλει έκφρασθή διά

ΣΤ'. Εις κάθε τρίγωνον ΑΒΓ έάν προεκβληθή ή πλευρά ΑΒ πρδς 
τδ Δ, ή έκτδς γωνία ΓΒΔ θέλει είναι ίση μέ τδ άθροισμα τών δύο 
εντδς και απέναντι Α και Γ*  διότι έάν προστεθή εις τδ εν καιτδ άλλο 
μέρος ΑΒΓ, τά δύο αθροίσματα θέλουν είναι ίσα μέ δύο όρθάς.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Κ'.

Θεώρημα.

Τδ άθροισμα όλων τών έντδς γωνιών πολυγώνου τινδς ίσοΰται 
μέ τοσάκις δύο δρθάς δσαι μονάδες περιέγονται εις τδναριθμόν τών 
πλευρών μειόν δύο.

Εστω ΑΒΓΔ κ. τ. λ. τδ προτεθέν.πολύγωνον*  έάν έκτής κορυ­
φής τής αυτής γωνίας Α, άχθώσιν είςδλας τάς·κορυφάς τών άπέ-

2



18 .
ναντι' γωνιών αί διαγώνιοι ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ, κ. τ. λ. ευκόλως βλέπσ- 
μεν, ότι τό πολύγωνον θέλει μοιρασθή εις πέντε τρίγωνα, έάν έχη 
επτά πλευράς*  εις εξ, έάν δκτώ*  και έν γένει εις τόσα τρίγωνα οσας 
πλευράς έχει τό πολύγωνον μεΐον δύο*  διότι τά τρίγωνα ταύτα 
δύνανται νά θεωρηθώσιν ώς έχοντα κορυφήν κοινήν τήν στιγμήν 
Α, και βάσεις τάς διαφόρους πλευράς τού πολυγώνου, έκτος 
τών δύο αίτινες σχηματίζουν τήν γωνίαν Α. Βλέπομεν εις τον αυτόν ■ 
καιοόν, οτι τό άθροισμα τών γωνιών όλων τούτων τών τρίγωνων 
δέν-διαφέρει παντάπασι του αθροίσματος τών γωνιών του πολυγώ­
νου*  .λοιπόν τό · τελευταΐον τούτο' άθροισμα- είναι ίσον μέ τοσάκις 
δύο δρθάς όσα είναι τά τρίγωνα, τουτέστιν, δσαι μονάδες περιέχον- 
ται εις τον αριθμόν τών πλευρών τού πολυγώνου μείονδύο. σχ. 42.

Π ορισμοί /V. Τό άθροισμα τών γωνιών τού τετραπλεύρου 
εΐναι ίσον μέ δύο δρθάς πολλαπλασιαζομένας έπι 4—2, τό όποιον 
κάμνει τέσσαρας δρθάς. Λοιπόν έάν δλαι αί γωνίαι τού τετραπλεύ­
ρου ήναι ίσαι, έκάστη τούτων θέλει είναι ορθή. Τούτο βεβαιονει τον 
ΙΤ ορισμόν, όπου ύπετέθη ότι αί τέσσαρες γωνίαι τού τετράπλευρου 
είναι ορθαι, ςταν ήναι ορθογώνιον ή τετράγωνον.

Βλ Τό άθροισμα. τών γωνιών τού πενταγώνου είναι ίσον με 
δύο δρθάς πολλαπλασιαζομένας έπι 5—2, δηλαδή μέ 6 δρθάς. Ο­
ταν λοιπόν τό πεντάγωνον ήναι ισογώνιον, όταν δηλαδή έχη τάς γω­
νίας ίσας μεταξύ των, έκάστη τούτων είναι ίση μέ τό πέμπτον 
έξ ορθών, ή μέ τά ~ μιας ορθής.

Γ'. Το άθροισμα τών γωνιών τού έξαγώνου είναι 2 X (6—2) 
« ή 8 ρρθαι γωνίαι*  λοιπόν εις τό ίσογοόνιον, κάθε γωνία είναι τά| ή α 

τής δρθής.
Σχόλιον. Έάν ήθέλαμεν νά έφαρμόσωμεν ταύτην τήνπρότα- 

σιν εις πολύγωνον, τό όποιον ή^ελεν έχει μίαν ή. περισσοτέρας 
γωνίας είσεχούσας (αιψίθδ ΓβηΙτίίπΙδ), έπρεπε νά Θεωρήσω- 
μεν κάθε γωνίαν είσέχουσαν μεγαλ^τέραν δύο ορθών. Αλλά προς 
αποφυγήν κάθε περιπλοκής, ενταύθα καί εις τά ακόλουθα δέν θέλο- 
μεν θεωρεί παρά τά πολύγωνα μέ γωνίας έξεχούσας (αη§1θ8 
δαίΠποΙδ), τά όποΐα δυνάμεθα νά δνομάσωμεν π ο λύγω ν α κυ ρ- 
τά (ρο1γ§οη§ οοπνοχβδ). Κάθε κυρτόν πολύγωνον είναι τοιούτον, 
ώστε μια ευθεία γραμμή, ηγμενη οπωσοήποτε, συναπαντα τήν πε­
ρίμετρον τού πολυγώνου μόνον εις δύο σημεία, σχ. 43.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΑ'.

Θεώρημα.
Δύο εύθεΐάι ΑΒ, ΓΔ, κάθετοι έπι τρίτης τίνος ΖΗ, είναι παραλή
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Χηλοί, ΐουτέστιν, οσον ζαϊ άν παρεζίληθώσι δεν δύνανται νά συνα- 
παντηθουν. σχ. 36.

Επειδή εάν έσυναπαντώντο εις σημεΐον τι Ο, ήθελον υπάρχει δύο 
κάθετοι ΟΖ, ΟΗ ήγμέναι έζ τής ιδίας στιγμής Ο, έπϊ τής αυτής 
ευθείας ΖΗ, δπερ αδύνατον, πρ. 15.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ κβ'.
Θεώρημα. .

Έάν δύο εύθεΐαι ΑΒ,ΓΔζάμνόυν μέ τρίτην τινά ΕΖ, δύο έντδς 
γωνίας ΒΕΖ, ΔΖΕ, το άθροισμα τών οποίων νά ήναι ίσον μέ δύο 
ο’ρθάς, αί γραμμαϊ ΑΒ, ΓΔ, θέλουν είναι παράλληλοι, σχ. 36.

Έάν αί γωνίαι ΒΕΖ, ΔΖΕ ήσαν ίίσαι, ή'θελον είναι ορθαΐ καί αί 
δύο, καϊ ήθέλαμεν πέσει εις τήν περίστασιν τής πρόλαβούσης προ- 
τάσεως. Άς ύποθέσωμεν λοιπδν, δτι είναι άνι'σοι, ζαΐ έζ τής στιγ­
μής Ζ, κορυφής τής μεγαλητέρας, άς ζαταιβάσωμεν τήν κάθετον ΖΗ 
έπϊ τήν ΑΒ.

Εις το τρίγωνον ΕΖΗ τδ άθροισμά τών δύο οξειών γωνιών 
ΖΕΗ4-ΕΖΗ είναι ίσον μέ μίαν ορθήν, πρ. 19. πόρ. 4. Έάν τούτο 
τδ άθροισμα άοαιρεθή άπδ τδ ΒΕΖ-[-ΔΖΕ ίσον έξ ύποθέσεως μέ 
δύο ορθάς γωνίας, μένει ή γωνία ΔΖΗ ίση μέ μίαν ορθήν. Λοιπδν 
α: δύο γραμμαϊ ΑΒ, ΓΔ είναι κάθετοι εις τήν αυτήν εύθεΐαν ΖΗ- 
λοιπδν -είναι παοάλληλοι. πο. 21.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΓ;
Θ ε ώ ρ η μ α.

Έάν δύο εύθεϊαι ΑΒ, ΓΔ ζάμνουν μέ τρίτην τινά ΕΖ δύο έντδς 
γωνίας άπδ τδ αύτδ μέρος, τδ άθροισμα τών οποίων νά ήναι μικρό­
τερου ή μεγαλήτερον δύο ορθών, αί γραμμαϊ ΑΒ, ΓΔ, ίκανώς προεκ­
βαλλόμενα!, πρέπει νά συναπαυτηθουυ. σχ. 37.

Έστω ΙΛ' Τδ άθροισμα ΒΕΖ-{-ΕΖΔ μικρότερου δύο ορθών, άς 
άχθη ήΖΗ εις τρόπου ώστε ή γωνία ΕΖΗ=ΑΕΖ, θέλομεν έχει τδ 
άθροισμα ΒΕΖ-{-ΕΖΗ ίσον μέτδάθροισμαΒΕΖ —ΑϊΖΖ καϊεπο­
μένως ίσον μέ δύο ορθάς, καϊ επειδή ΒΕΖ-{-ΕΖΔ είναι μικρότερου 
δύο ορθών, ή εύθεΐα ΔΖ περιέχεται εις τήν γωνίαν ΕΖΗ.

Έζ τής στιγμής Ζ άς άχθη ή πλαγία ΖΜ, ήτις συναπαντά ΑΒ 
εις Μ· ή γωνία ΑΜΖ θέλει είναι ίση τή ΗΖΜ, επειδή έάν προστεθή 
καϊ εις τά δύο μέρη ή αυτή ποσότης ΈΖΜ-{—ΖΕΜ, έκαστον τών 
δύο αθροισμάτων ίσούται μέ δύο ορθάς. Άς λήοθη ακολούθως ΜΝ 
=ΖΜ, καϊ άς έπιζευχθή ΖΝ’ ή γωνία ΑΜΖ, έζτδς τού τριγώνου 
ΖΜΝ, είναι ίση μέ τδ άθροισμα τών δύο έντδς καϊ άπέναντι ΜΖΝ?
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ΜΝΖ, πρ. 19. πρ. 6. αυταί δέ είναι μεταξύ των ίσαι ώς απέναντι 
ίσων πλευρών, ΜΝ, ΖΜ’ λοιπδν ή γωνία ΑΜΖ ή ή ίση της ΜΖΗ εΐναε 
διπλάσιά τής ΜΖΝ’ λοιπδν ή ευθεία ΖΝ διαιρεί δίχα την γωνίαν ΗΖΜ 
ζαί συναπαντώ την ΑΒ εις εν σημεϊον Ν μακράν τής Μ,ΜΝ=ΖΜ.

Έκ τής ιδίας άποδείξεως έπεται, οτι εάν λάβωμε$ ΝΠ=ΖΝ, 
θέλομεν προσδιορίσει έπι τής Α Β την στιγμήν Π οπού .συναπαντά, 
αυτήν ή ΖΙΙ ποιούσα τήν γωνίαν ΗΖΠ ίσην μέ το ήμισυ τής γωνίας 
ΗΖΝ, ή μέ το τέταρτον τής ΗΖΜ.

Ήμποροΰμεν λοιπόν νά λάβωμεν διαδοχικώς τδ ήμισυ, τδ τέταρ­
τον, τδ όγδοον, κ. τ. λ. τής γωνίας ΗΖΜ, και αί γραμμαι αίτινες 
έκτελοΰν ταύτας τάς διαιρέσεις θέλουν συναπαντά τήν γραμμήν Α Β 
εις σημεία μάλλον έπι μάλλον απομακρυνόμενα, άλλ’ευκόλως προ­
σδιοριζόμενα, έπειδή ΜΝ=ΖΜ, ΝΠ=ΖΝ, ΠΚ=ΠΖ, κ. τ. λ. ’Ημ- 
πορουμεν παρομοίως νά παρατηρήσωμεν ότι κάθε διάστημα μιας 
τούτων των στιγμών τής κοινής τομής άπδ τήν σταθεράν Ζ, δέν 
είναι δλως διόλου διπλάσιον του διαστήματος τής προηγουμένως 
στιγμής τής κοινής τομής, διότι ΖΝ παραδείγματος χάριν είναιμι- 
κροτέραάπδΖΜ-4-ΜΝή 2ΖΜ*  ωσαύτως έχρμεν ΖΠ <ζ 2ΖΝ, ΖΚ 
<ζ 2ΖΠ, κ. τ. λ.

Άλλ’έξακολουθοΰντες τήν ύποδιαίρεσιν τής γωνίας ΗΖΜ κατά 
λόγον διπλάσιον, θέλομεν ©θάσει εις γωνίαν τινά ΗΖΩ μικροτέραν 
τής δεδομένης ΗΖΔ, και άκόμη θέλει είναι άληθές δτιΖΩ προεκβαλ- 
λομένη συναπαντά τήν ΑΒ είςπροσδιορισμένον σημεϊον λοιπόν πολύ 
περισσότερον ή ευθεία ΖΔ περιεχομένη εις τήν γωνίαν ΕΖΩ, θέλει 
συναπαντήσει ΑΒ. *

Ας υποθέσωμεν 2.°^ δτι τδ άθροισμα των δύο εντός γωνιών ΑΕΖ~|~ 
ΓΖΕ είναι'μεγαλήτερον δύο ορθών, έάν προεκβληθή ΑΕ πρός τδ Β 
και ΓΖ προς τδ Δ, τό άθροισμα τών τεσσάρων γωνιών ΑΕΖ, ΒΕΖ, 
ΓΖΕ, ΕΖΔ, θέλει είναι ίσον μέ τέσσαρας όρθάς. Λοιπόν έάν άπδ 
τούτο τδ άθροισμα άφαιρεθή ΑΕΖ+ΓΖΕ μεΐζον δύο ορθών, μένει 
τδ άθροισμα ΒΕΖ —ΕΖΔ μικρότερον δύο ορθών. Λοιπόν κατά τήν 
πρώτην περίστασιν αε γραμμαι ΕΒ, ΖΔ, ίκανώς προεκβαλλόμεναι, 
πρέπει νά συναπαντηθουν.

Πόρισμα, Από δεδομένον σημεϊον Ζ μία μόνη παράλληλος 
τής δεδομένης γραμμής ΑΒ είναι δυνατόν νά άχθη*  διότι έάν φέρω- 
μεν τήν ΖΕ κατ’άρέςκειαν, μία μόνη γραμμή υπάρχει ή ΖΗ, ήτις 
νά κάμη τό άθροισμα τών δύο γωνιών ΒΕΖ^“ΕΖΗ ίσον μέ δύο 
όρθάς- κάθε άλλη ευθεία ΖΔ ήθελε κάμει τδ άθροισμα τών δύω γω­
νιών ΒΕΖ—{-ΕΖΔ μικρότερον ή μεγαλήτερον δύο ορθών επομένως 
ήθελε συναπαντά τήν ΑΒ.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΔ'.

Θεώρημα.
Έάν δύο παράλληλοι γραμμαί ΑΒ, ΓΔ συναπαντηΟώσιν άπό τινα 

διατέμουσαν ΕΖ, τό άθροισμα τών εντός γωνιών ΑΗΟ', ΗΟΓ, θέλει 
είναι ίσον μέ δύο όρθάς. σχ. 38.

Επειδή, έάν ήτον μεγαλήτερον ή μιζρότερον, αί δύο ευθείαι ΑΒ, 
ΓΔ ήθελον συναπαντώνται άπό τό έν ή τό άλλο μέρος, πρ. 23 καί 
δέν ήθελον είναι παράλληλοι.

Πόρισμα Α', Έάν ή γωνία ΗΟΓ ήναι ορθή, ή γωνία ΑΗΟ 
θέλει είναι παρομοίως· λοιπόν κάθε γραμμή κάθετος εις μίαν τών 
παραλλήλων είναι κάθετος εις τήν άλλην.

Πόρισμα Β\ Επειδή τό άθροισμα ΑΗΟ-{-ΗΟΓ είναι ίσον 
μέδύο όρθάς, καί το άθροισμα ΗΟΔ-|- ΗΟΓ είναι επίσης ίσον μέ 
■δύο όρθάς· έάν δέ άφαιρεθή άπο τό έν ζαιτό άλλο μέρος ΗΟΓ, θέλο­
μεν έχει τήν γωνίαν ΑΗΟ=ΗΟΔ. Άπό άλλο δέ μέρος ΑΗΟ = 
ΒΗΕ, και ΗΟΔ = ΓΟΖ, πρ. 5. Λοιπόν αί τέσσαρες όξεΐαι γω- 
νίαι ΑΗΟ, ΒΗΕ, ΗΟΔ, ΓΟΖ, είναι ίσαι μεταξύ των. Τό αυτό υπάρ­
χει διά τάς τέσσαρας αμβλείας ΑΗΕ, ΒΗΟ, ΗΟΓ, ΔΟΖ. Περι- 
πλέον δυνάμεθα νά παρατηρήσωμεν, δτι έάν προστεθή μία τών τεσ­
σάρων οξειών γωνιών εις μίαν τών τεσσάρων αμβλειών, τό άθροισμα 
πάντοτε θέλει ισοΰται μέ·δύο όρθάς.

Σ χολ ιον. Αί γωνίαι, περί τών οποίων ώμιλήσαμεν, συγκρινό- 
μεναι άνάδύο, λαμβάνουσι διάφορα ονόματα. ’Εζαλέσαμεν τάς γω­
νίας ΑΗΟ, ΗΟΓ, εντός έπι τό αυτό μέρος*  αί γωνίαι ΒΗΟ, ΗΟΔ, 
καλούνται Εναλλάξ έντός, ή απλώς Εναλλάξ, ούτως ονομάζονται 
και αί γωνίαι ΒΗΟ, ΗΟΓ. Τέλος καλούνται έ ν τ ό ς-έ ζ τ ό ς αί γω- 
νίαι ΕΗΒ, ΗΟΔ, ή ΕΗΑ,ΗΟΓ, και έν αλλάξ-έκτός αί γωνίαι 
ΕΗΒ, ΓΟΖ, ή ΑΗΕ, ΔΟΖ. Τούτου τεθέντος δυνάμεθα νά θεωρή- 
σωμεν τάς ακολούθους προτάσεις ως άποδεδειγμένας.

1.07 Αί έντός έπι τό αυτό μέρος γωνίαι δμοΰ λαμβανόμεναι, 
ίσοδυναμουν μέ δύο όρθάς.

2.07 Αί έναλλάξ-έντός γωνίαι είναι ίσαι, καθώς καί αί έντός-έζ- 
τός, ζαί αί εναλλάξ—έκτός.

Λντιστρόφως έάν εις τήν δευτέραν ταύτην περίστασιν, δύο γωνίαι 
του αύτου ονόματος ήναι ίσαι, δυνάμεθα νά συμπεράνωμεν δτι αί 
γραμμαι εις τάς οποίας άναφέρονται είναι παράλληλοι. Έστω π. γ. 
ή γωίνα ΑΗΟ=ΗΟΔ’ έπειδή ΗΟΓ-{-ΗΟΔ, είναι ίσον μέ δύο όρ­
θάς, θέλομεν έχει παρομοίως ΑΗΟ-{-ΗΟΓ ίσον μέ δύο όρθάς, 
λοιπόν, πρ. 22. αί γραμμαι ΑΗ,.ΓΟ είναι παράλληλοι.



22

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ κε:
Θεώρημα.

Δύο γραμμαί ΑΒ, ΓΔ, παράλληλο: τρίτης τινός ΕΖ, είναι καί 
μεταξύ των παράλληλοί, σχ. 39.

Άς άχθη ήδιατέμνουσα ΠΚΡ κάθετος εις την ΕΖ. Επειδή ΑΒ 
είναι παράλληλος τής ΕΖ, ή διατέμνουσα ΠΡ θέλε: είναι κάθετος 
καί εις τήν ΑΒ πρ;24. πορ. 1. παρομοίως, έπείδή ΓΔ είνα:παράλλη­
λος τήςΕΖ, ή διατέμνουσα ΠΡ θέλε: είναι κάθετος εις την ΓΔ. 
Λοιπόν ΑΒ καί ΓΔ εΐναί κάθετοί εις την αύτήν εύθεΐαν ΠΚ*  δίά 
τούτο εΐναί παράλληλοι. πρ.·21.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ ΚΣΤ'.η^

Θεώρημα.
Δύο παράλληλοι ισάκις άπέγουσι καθ’ολην των τήν έκτασιν.
Δεδομένων των δύο παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ, έάν έκ δύο σημείων 

λαμβανομένων κατ’άρέσκειαν, ύύωθώσιν έπι τής ΑΒαίδύο κάθετοι 
ΕΗ, ΖΘ, αί ευθεία: ΕΗ, ΖΘ θέλουν είναι εις τον αυτόν καιρόν .κά­
θετοι εις την ΓΔ πρ. 24. λέγω περιπλέον ότι θέλουν είναι και ίσα: 
μεταξύ των. σχ. 40. ;

Επειδή έπιξευχθείσης τής ΗΖ, αί γωνία: ΗΖΕ, ΖΗΘ, θεωρού­
μενα: ως προς τάς παραλλήλους ΑΒ, ΓΔ, είναι ίσαι, ώς έναλλάξ έν- 
τος· σχόλ. πρ. 24. παρομοίως έπείδή αί εύθέίαι ΕΗ, ΖΘ είναι κάθε­
τοι εις τήν αύτήν εύθεΐαν ΑΒ, καί έπομένως παράλληλοι μεταξύ 
των, αί γωνία: ΕΗΖ, ΗΖΘ, θεωρούμενα: ώς προς τάς παραλλήλους 
ΗΕ, ΖΘ, είναι ίσαι ώς έναλλάξ εντός. Λοιπόν τά δύο τρίγωνα ΕΖΗ, 
ΖΗΘ, έχουν μίαν κοινήν πλευράν ΖΗ προσκειμένην εις δύο γωνίας 
ίσας, τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν*  λοιπόν τά δύο ταύτα τρίγωνα 
είναι ίσα. πρ. 7. λοιπόν ή πλευρά ΕΗ, ήτις μετρεΐ τήν άπο'στασεν 
των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ άπο τήν στιγμήν Ε, είναι ίση μέ τήν 
πλευράν ΖΘ, ήτις μετρεΐ τήν άπόστασιν των ιδίων παραλλήλων άπό 
τήν στιγμήν Ζ.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ ΚΖ'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Έάν δύο γωνία: ΒΑΓ, ΔΕΖ, έχουν τάς πλευράς των παραλλή­
λους, τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, καί διευθυνομένας κατά τήν 
αύτήν έννοιαν, αί δύο αύται γωνία: θέλουν είναι ίσαι. σχ. 41.

Ας προεκβληθή, έάν άνάγκη τό καλέση, ή ΔΕ έως δτου νά συ­
ναπαντήση τήν ΑΓ εις ΙΓ ή γωνία ΔΕΖ είναι ίση τη ΔΗΓ, έπείδή 
ΪΖ είναι παράλληλος τής ΓΗ. πρ. 24. ή γωνία ΔΗΓ είναι ίση τή.
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ΒΑΓ, επειδή ΔΗ είναι παράλληλος τής ΑΒ*  λοιπδν ή γωνία ΔΕΖ 
είναι ίση τή ΒΑΓ.

Σχδλεον. Εις ταύτην τήν προτασιν έκτδς -του παραλληλισμοί 
'ύποθέσαμεν τήν ΕΖ πλευράν διευθυνομένην κατά τήν αυτήν έννοιαν 
καθ ήνκαίή ΑΓ,καίτήνΕΔ διευθυνομ.ένην κατά τήν έννοιαν καθ ην και 
ή ΑΒ· δ δέ λο'γος είναι, δτι έάν προεζβληθή ΖΕ προς τδ Θ, ή γωνία 
ΔΕΘ ήθελεν έχει τάς πλευράς της παραλλήλους έζείνων τής γωνίας 
ΒΑΓ, άλλά δέν ήθελεν είναι ίση. Εις ταύτην τήν περίστασιν, ή γω­
νία ΔΕΘ καί ΒΑΓ ήθελον ζάμνει δμού δύο ορθάς γωνίας.

ΠΡΟ ΓΑΣΙΣ ΚΗ'.

Θ ε ώ ρ η μ α.
Αί απέναντι πλευραί του παραλληλογράμμου είναι ίσαι, καθώς 

καί αί απέναντι γωνίαι.
*Ας έπιξευχθή ή διαγώνιος ΒΔ, τά δύο τρίγωνα ΑΔΒ, ΔΒΓ, 

έχουν κοινήν τήν πλευράν ΒΔ· πςρι^λέον,έξ αίτιας τών παραλλήλων 
ΑΔ, ΒΓ, ή γωνία ΑΔΒ=ΔΒΓ, πρ. 24. καί έξ αίτιας τών παραλ­
λήλων ΑΒ, ΓΔ ή γωνία ΑΒΔζ=ζΒΔΓ· λοιπδν τά δύο τρίγωνα ΑΔΒ, 
ΔΒΓ, είνα ιίσα. πρ.7. λοιπδν ή πλευρά ΑΒ ή απέναντι τής γωνίας ΑΔΒ 
είναι ίση μέ τήν ΔΓ τήν απέναντι τής ίσης γωνίας ΔΒΓ : και παρο­
μοίως η τρίτη πλευρά ΑΔ είναι ίση τή τρίτη ΒΓ’ λοιπδν αί απέναντι 
πλευραί τού παραλληλογράμμου είναι Τσάι. σγ. 44.

Δ/ ·» -μ 3 / λ, ' * Γ/ 17 ? /-
ευτερον, εκ της ισοτητος των ίσιων τρίγωνων επεται, οτι η γωνία 

Α είναι ίση τή Γ, καί ή γώνία ΑΔΓ, σύνθετος άπδ τάς δύο γωνίας 
ΑΔΒ, ΒΔΓ είναι ίση μέ τήν γωνίαν ΑΒΓ, σύνθετον άπδ τάς δύο γω­
νίας ΔΒΓ, ΑΒΔ, λοιπδν αί απέναντι γωνίαι τού παραλληλογράμ­
μου είναι ίσαι.

Π ο ρ ι σ μ α. Λοιπδν δύο παράλληλοι ΑΒ, ΓΔ περιεγδμεναι με­
ταξύ δύο άλλων παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ, είναι ίσαι.

Π Ρ Ο Τ Α Σ I Σ ΚΘ'.

Θ ε ώ ρ η μ. α.
Έάν εις τετράπλευροι τι ΑΒΓΔ αί άπέναντι πλευοαί ήναι ίσαι, 

εις τρόπον ώστε ΑΒ=ΓΔ, καί ΑΔ=ΒΓ, αί ίσαι πλευραί θέλουν 
είναι παράλληλοι, καί τδ σχήμα θέλει είναι παοαλληλόγρααμον.

. > , Α ,
Διότι, επιζευχθεισης τής διαγώνιου ΒΔ, τά δύο τρίγωνα ΑΒΔ, 

ΒΔΓ έχουν τάς τρεΐς πλευράς ίσας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν 
λοιπδν είναι ίσα*  διά τούτο ή γωνία ΑΔΒ ή άπέναντι τής πλευράς ΑΒ 
είναι ίση μέ τήν γωνίαν ΔΒΓ τήν άπέναντι τής πλευράς ΓΔ*  λοιπδν η 
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πλευρά ΑΔ είναι παράλληλος της ΒΓ (πρ. 24.) Διά τον αυτόν λόχον, 
ΑΒ είναι παράλληλος της ΓΔ· λοιπόν τό τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Αί

Θεώρημα.

Έάν δυο απέναντι πλευραι ΑΒ, ΓΔ, τετράπλευρου τίνος ήναι ΐσαι 
και παράλληλοι, αί 3υο άλλαι πλευραί θέλουν είναι παρομοίως ίσαι 
και παράλληλοι, και έπομένως τό σχήμα ΑΒΓΔ θέλει είναι παραλ­
ληλόγραμμον (σχ. 44.) .

*Ας έπιζεύγθή ή διαγώνιος ΒΔ*  επειδή ΑΒ είναι παράλληλος τής 
ΓΔ, αί εναλλάξ γωνίαι ΑΒΔ, ΒΔΓ είναι ίσαι (πρ. 24.): από άλλο δέ 
μέρος ΑΒ=ΔΓ, ή πλευρά ΔΒ είναι κοινή, λοιπόν τό τρίγωνον ΑΒΔ 
είναι ίσον μέ τό τρίγωνον ΒΔΓ (πρ. 6.)· έπομένως ή πλευρά ΑΔ— 
ΒΓ, ή γωνία ΑΔΒ=ΔΒΓ, διά τούτο ΑΔ είναι παράλληλος τής ΒΓ' 
λοιπόν τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραγμον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΛΑ'Ϋ' 

Θεώρημα.

Αί δύο διαγώνιοι ΑΓ, ΔΒ, του παραλληλογράμμου τέμνονται ά- 
μοιβαίως εις δύο ίσα μέρη. σχ. 45.

Διότι, συγκρίνοντες τδ τρίγωνον ΑΔΟ μέ τδ τρίγωνον ΓΟΒ, ευ- 
ρίσκομεν τήν πλευράν ΑΔ=ΓΒ, τήν γωνίαν ΑΔΟ=ΓΒΟ (πρ. 24.)" 
και τήν γωνίαν ΔΑΟ=ΟΓΒ" λοιπδν τά δύο ταυτα τρίγωνα είναι ίσα 
(πρ. 7.)· λοιπδν ΑΟ ή απέναντι τής γωνίας ΑΔΟ, είναι ίση τή ΟΓ, τη 
απέναντι τής γωνίας ΟΒΓ*  διά τούτο καί ΔΟ=ΟΒ.

Σ χόλε ον. Επειδή είςτδ ρομβοειδές, αί πλευραι ΑΒ, ΒΓ είναι 
ίσαι, τά τρίγωνα ΑΟΒ, ΟΒΓ έχουν τάς τρεΐς πλευράς ισας τήν 
κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, και έπομένως είναι ίσα*  δθεν έπεται δτι 
ή γωνία ΑΟΒ=ΒΟΓ, και ούτως αί δύο διαγώνιοι - του ρομβοειδούς 
τέμνονται άμοιβαίως κατ δρθάς γωνίας.
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Β I Β Λ I Ο Ν Β'.

Ο ΚΥΚΛΟΣ ΚΑΙ ΤΟ ΜΕΤΡΟΝ
ΤΩΝ ΓΩΝΙΩΝ.

Ό ρ ι σ μ ο ί

Α'. II περιφέρεια του κύκλου είναι γραμμή τις καμπύ­

λη, τής οποίας δλα τά σημεία ισάκις άπέχουσιν από τι έντδς αυτής 
σημεΐον καλούμενον κέντρο ν.

Ό κύκλος είναι το περατούμενον χωρίον από ταύτην τήν 
καμπύλην γραμμήν.,

Σ. Κ. Ενίοτε εις τήν ομιλίαν συγχέομεν τδν κύκλον μέ τήν πε­
ριφέρειαν του*  άλλ’ευκόλως δυνάμεθα νά άποφεύγωμεν τήν σύγχυ- 
σιν ταύτην και νά άντικαθιστώμεν τήν ακρίβειαν τών εκφράσεων, εν­
θυμούμενοι, οτι κύκλος είναι επιφάνεια ήτις έχει μήκος καί πλάτος, 
έν ώ περιφέρεια είναι γραμμή.

Β'. Κάθε εύθεΐα γραμμή ΓΑ, ΓΕ, ΓΔ, κ. τ. λ. άγομένη έκ του 
κέντρου ειςτήν περιφέρειαν, καλείται άκτις ή ήμιδιάμετρος*  
κάθε δέ γραμμή, ώς ΑΒ, διερχομένη έκ του κέντρου, καί άπδ τά δύο 
μέρη περατουμένηεις τήνπεριφέρειαν, λέγεται διάμετρος.

Κατά τον ορισμόν του κύκλου, δλαι αί ακτίνες είναι ίσαι*  δλαι αί 
διάμετροι είναι ίσαι παρομοίως, καί διπλάσιαι τής άκτΐνος.

Γ'. Καλείται τόξον μέρος τής περιφερίας*  ώς τόΖΘΗ.
Χορδή δέ ή υποτείνουσα του τόξου είναι ή εύθεΐα ΖΗ ή 

ένόνουσα τά δύο άκρα του.
Δ'. Τμήμα είναι ή επιφάνεια ή μέρος του κύκλου περιεχδμε- 

νον μεταξύ του τοξου και τής χορδής.
Σ. Κ. Εις τήν αύτήν χορδήν ΖΗ άντίκεινται πάντοτε δύο-τόξα 

ΖΘΗ, ΖΕΗ, και επομένως δύο τμήματα*  πλήν πάντοτε έννοοΰμεν 
δτι δ λόγος είναι περί του μικροτέρου, έν δσω δέν έκφράζομεν τδ 
έναντίον.

Ε'. Τομεύς είναι τδ μέρος του κύκλου τδ περιεχόμενον με­
ταξύ τόξου τινδς ΔΕ και τών δύο ακτινών ΓΔ, ΓΕ, ήγμένων εις τά 
άκρα τούτου του τόξου.

ΣΤ» Καλείται γραμμή έγγεγραμμένη εις τον κυ*  



26
κλον, εκείνη τής όποιας τά δύο άκρα είναι εις τήν περιφέρειαν, ώς 
ΛΒ. (σχ. 47.)

Γωνία εγγεγραμμένη, ή έχουσα τήν κορυφήν της εις τήν । 
περιφέρειαν, και σχηματιζομένη από δύο χορδάς. Τοιαύτη δέ είναι 
ή ΒΑΓ.

Τρίγωνον έγγεγραμμένον, του οποίου αί τρεΐς γωνίαι 
έχουν τάς κορυφάς των εις τήν'περιφέρειαν, ώς τδ ΒΑΓ.

Καί έν γένει σχήμα έγγεγραμμένον, του οποίου ολαι αί 
γωνίαι έχουν τάς κορυφάς των εις τήν περιφέρειαν: εις τον αυτόν 
καιρόν λέγεται δ κύκλος π ε ρ ι γ ε γ ρ α μ μ έ ν ο ς ειςποΰ.το τό σχήμα.

Ζ\ Καλείται διατέμνουσα ή γραμμή, ήτις συναπαντά τήν 
περιφέρειαν εις δύο σημεία: τοιαύτη δέ είναι ή ΑΒ (σχ. 48.).

1Γ. Εφαπτομένη είναι γραμμή έχουσα έν μόνον κοινόν ση­
μεΐον μέτήν περιφέρειαν: τοιαύτη δέ είνα! ή ΓΔ. Ή κοινή στιγμή Μ 
λέγεται σημεΐον τής αφής.

Θί Παρομοίως δύο περιφέρειαι εφάπτονται άλλήλων, όταν 
έν μόνον κοινόν σημεΐον έχωσι.

Γ. Πολύγωνον περιγεγραμμένον εις τον κύκλον είναι 
έκεΐνο του οποίου δλαι αί πλευραί έφάπτονται τής περιφέρειας. Εις 
τήν αυτήν περίστασιν δ κύκλος είναι έγγεγραμμένος εις τό 
πολύγωνον, (σχ. 160.)

Π Ρ Ο Τ Α Σ IΣ α;
Θ ε ώ ρ η μ α.

Κάθε διάμετρος ΑΒ διαιρεί τον κύκλον καί τήν περιφέρειαν τοι 
εις δύο ίσα μέρη. (σχ. 49.)

Διότι έάν φυλάττοντες τήν κοινήν βάσιν ΑΒ στρέύωμεν τό σχήμα 
ΑΕΒ έπί του ΑΖΒ, πρέπει ή καμπύλη γραμμή ΑΕΒ νά πέση άκρι-' 
βώς έπί τής καμπύλης ΑΖΒ’ επειδή, έάν ύποδέσωμεν ότι πίπτει εν­
τός ή έκτος αυτής, ήθελον υπάρχει εις τήν μίαν ή εις τήν άλλην 
σημεία άνισάκις άπέχοντα του κέντρου, τό δποΐον έναντιοΰται εις τον 
ορισμόν του κύκλου. ·

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Β'.
Θεώρημα.

Κάδε χορδή είναι μικρότερα τής διαμέτρου.
Διότι έάν εις τά άκρα τής χορδής ΑΔ άχθώσιν αί ακτίνες ΑΓ,ΓΔ, 

ή εύδεΐα γραμμή ΑΔ θέλει είναι έλάσσων ΑΓ-|--ΓΔ ή ΑΔ <^ΑΒ*  
(σχ·4ζ9·)

Πόρισμα. Λοιπόν ή μεγαλητέρα ευθεία γραμμή, ήτις δυναται 
νά έγγραφή εις κύκλον τινά είναι ίση μέ τήν διάμετρόν του.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ'.

Θεώρημα.

Εύθεΐα γραμμή δέν δύναται νά συναπαντηση περιφέρειαν χόχλου 
εις περισσότερα από δύο σημεία.

Διότι έάν τήν έσυναπαντουσεν είς τρία, τά τρία ταυτα σημεία 
ισάκις ήθελαν απέχει του κέντρου*  ήθελον υπάρχει λοιπό»/ τρεις ίσα: 
ευθεΐαι ήγμέναι έκ του βίου σημείου έπί τής αυτής ευθείας, δπερ 
αδύνατον (πρ. 16. βιβλ. 1.).

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.

θεώρημα. *

Εις τόν'αύτόν κύκλον ή εις ίσους κύκλους, τά ίσα τόξα ύποτεί- 
νονται άπδ ίσας' χορδάς,. καί άντιστρόρως αι ίσαι χορδαί ίσα τόξα 
ύποτείνουσιν.

Έάν ή άκτίς ΑΓ ήναι ίση μέ τήν άκτίνα ΕΟ, και τό τόξον ΑΜΔ 
ίσον μέ τό τόξον Ε1ΝΗ, λέγω ότι ή χορδή ΑΔ θέλει είναι ίση μέ τήν 
χορδήν ΕΗ. (σχ. 50.)

Διότι ούσης τής διαμέτρου ΑΒ ίσης μέ τήν διάμετρον ΕΖ, έάν τδ 
ημικύκλιον ΑΜΔΒ τεθή επί του ημικυκλίου ΕΜ1Ζ, θέλει έραρμόσε: 
εντελώς μέ αυτό, καί ή καμπύλη γραμμή ΑΜΔΒ μέ τήν καμ­
πύλην ΕΝΗΖ. Αλλά τό μέρος ΑΜΔ υποτίθεται ίσον μέ τδ μέρος 
ΕΝΗ*  λοιπόν τδ σημεϊον Δ θέλει πέσει έπί του Η*,  λοιπόν ή χορδή 
ΑΔ είναι ίση μέ τήν ΕΗ.

Ά ν τ ι σ τ ρ ο © ω ς, υποτιθέμενης πάντοτε τής άκτίνος ΑΓ=ΕΟ, 
έάν ή γορδή ΑΛ=ΕΗ, λέγω ότι τδ τόξον ΑΜΔ θέλει είναι ίσον με 
τδ τόξον ΕΝΗ.

Διότι έπιζευχθεισών τών αχτίνων ΓΔ, ΟΗ, τά δύο τρίγωνα ΑΓΔ, 
ΕΟΗ, θέλουν έχει τάς τρεΐς πλευράς ίσας τήν κάθε μίαν μέ τήν 
κάθε μίαν, δηλαδή, ΑΓ=ΕΟ, ΓΔ=ΟΙΙ, καίΑΔ=ΕΗ’ λοιπδν τα 
τρίγωνα ταυτα είναι ίσα (11, 1)*  ακολούθως ή γωνία ΑΓΔ=ΕΟΗ. 
Α’λλ’-έάν το ημικύκλιον ΑΔΒ τεθή έπί του ίσου του ΕΗΖ, επειδή ή 
γωνία ΑΓΔ=ΕΟΗ, φανερόν είναι δτι ή άκτίς ΓΔ θέλει πέσει έπί 
τήςάκτϊνος ΟΗ, καί τδ σημεϊον Δ έπί τού ■ σημείου Η*  λοιπδν τδ 
τόξον ΑΜΔ είναι ίσον μέ τδ τόξον ΕΝΗ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ε'. I
Θεώρημα. /

Εις τδν αύτδν κύκλον ή εις ίσους κύκλους, τδ μεγαλήτερον τόξον /
υποτείν;ται άπδ τήν μεγαλητέραν χοοδήν, καί άντεστρόφως· έαν / 
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δμως τά τόξα, περί τών οποίων δ λόγος, ήναι μικρότερα ημιπερι­
φέρειας.

Διότι έστω τδ τόξον ΑΘ (σχ. 50.) μεΐζον του ΑΔ, καί άχθήτω- 
σαν αί χορδαί ΑΔ, ΑΘ', καί αί ακτίνες ΓΔ, ΓΘ*  αί δύο πλευραί ΑΓ, 
ΓΘ του τριγώνου ΑΓΘ είναι ίσαι μέ τάς δύο πλευράς ΑΓ, ΓΔ του 
τριγώνου ΑΓΔ: ή γωνία ΑΓΘ είναι μεγαλητέρα τής ΑΓΔ*  λοιπδν 
(10, 1.) ή τρίτη πλευρά ΑΘ είναι μεγαλητέρα τής τρίτης ΑΔ*  λοιπδν 
ή χορδή ή υποτείνουσα τδ μεγαλήτερον τόξον είναι ή μεγαλητέρα.

Άντιστρόφως, έάν ή χορδή ΑΘ ύποτεθή μεγαλητέρα τής ΑΔ, Θέ­
λομεν συνάξει έκ τών ιδίων τριγώνων, δτι ή Γωνία ΑΓΘ είναι μεγα­
λητέρα τής ΑΓΔ, και ουτω τδ τόξον ΑΘ είναι μεγαλήτερον του ΑΔ.

Σχόλιον. Ύποθέτομεν δτι τά τόξα περί τών οποίων δ λόγος 
είναι μικρότερα τής ήμιπεριφερείας/ Έάν τά τόξα ήσαν μεγαλήτερα, 
ήθελεν υπάρχει ή εναντία ίδιότης*  του τόξου αυξανόμενου, ή χορδή 
ήθελε σμικρύνει, καί -άντιστρόφως*  ούτως έν ω τδ τόξον ΑΚΒΔ είναι 
μεγαλήτερον του ΑΚΒΘ, ή χορδή ΑΔ του πρώτου είναι μικροτέρα 
τής χορδής ΑΘ του δευτέρου.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΤ'./~

Θεώρημα.

'Ηάκτίς ΓΗ (σχ. 51.), ή κάθετος επί τής χορδής ΑΒ, διαιρεί ταύ- 
την τήν χορδήν καί τδ υποτεινόμενον τόξον ΑΗΒ εις δύο ίσα μέρη.

Άς άχθώσιν αί ακτίνες ΓΑ, ΓΒ’ αί ακτίνες αύται, ως προς τήν 
κάθετον ΓΔ, είναι δύο ίσαι πλάγιαι*  λοιπδν ισάκις απομακρύνονται 
τής καθέτου (16, 1), δθεν ΑΔ=ΔΒ.

Δεύτερον, επειδή ΑΔ—ΔΒ, ΓΗ είναι κάθετος υψωμένη εις τδ 
μέσον τής ΑΒ*  λοιπόν (17, 1) κάθε σημεΐον ταύτης τής καθέτου ι­
σάκις πρέπει νά άπέχη άπδ τά δύο άκρα Α καί Β. Μεταξύ τούτων 
είναι καί τδ Η*  λοιπόν τδ διάστημα ΑΗ=ΒΗ*  έκ του όποιου επεται 
δτι τδ τόξον ΑΗ είναι ίσον μέ τδ τόξον ΒΗ (πρ. 4.)· λοιπόν ή άκτίς 
ΓΗ, ή κάθετος εις τήν χορδήν ΑΒ, διαιρεί τό από αυτήν υποτεινό- 
μενον τόξον εις δύο ίσα μέρη.

Σχόλιον. ΤόκέντρονΓ, τδ μέσον Δ τής χορδής ΑΒ, καί τδ 
μέσον Η του άπδ αυτήν ύποτεινομένου τόξου, είναι τρία σημεία ευ­
ρισκόμενα έπί μιας καί τής αυτής ευθείας καθέτου εις τήν χορδήν. 
Τώρα έπειδή διά τήν προσδιόρισιν τής θέσεώς τίνος ευθείας άρκοΰσι 
δύο σημεία*  επεται δτι κάθε εύθεΐα διερχομένη άπδ δύο τών είρημέ- 
νων σημείων, διέρχεται καί έκ-ίου τρίτου, καί είναι κάθετος εις τήν

Επεται ωσαύτως, δτι ή υψωμένη κάθετος .εις τδ μέσον χορ­
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δής τίνος διέρχεται έκ του κέντρου καί του μέσου του ύποτεινομέναυ 
άπό τήν χορδήν τόξου.

Διότι ή κάθετος άλλο τι δέν είναι παρά εκείνη ήτες ήθελε καταιβασθή 
έκ του κέντρου έπι τήν ιδίαν χορδήν, επειδή και αί δύο διέρχονται 
διά του μέσου τής χορδής.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ζ.
Θ ε ώ ρ η μ. α.

Έκ τριών μή επ’ευθείας δεδομένων στιγμών Α, Β, Γ, πάντοτε 
είναι δυνατόν νά διέλθη περιφέρεια κύκλου, και δέν είναι δυνατόν 
παρά μία μόνη νά διέλθη.

Άς έπιζευχθώ,σιν αί ΑΒ, ΒΓ, καί άς τμηθώσι δίχα υπό τών κα­
θέτων ΔΕ, ΖΗ' λέγω δέκατα πρώτον, ότι αί κάθετοι αύται συναπαν- 
τώνται εις έν σημεϊον Ο.

Έάν αί γραμμαι ΔΕ, ΖΗ δέν ήναι παράλληλοι, άναγκαίως τέ- 
μνονται. Άς υποθέσω μεν ότι είναι παράλληλοι*  ή γραμμή ΑΒ, κά­
θετος εις τήν ΔΕ, ήθελεν είναι κάθετος καί εις τήν ΖΗ (24, 1), και 
ή γωνία Κ ήθελεν είναι ορθή*  άλλά ΒΚ προεκβολή τής ΒΔ είναι 
διαφορετική τής ΒΖ, διότι τάτρία σημεία Α, Β, Γ δέν είναι επ’ ευ­
θείας*  λοιπον ήθελον υπάρχει δύο κάθετοι ΒΖ, ΒΚ ήγμέναι έκ του 
αυτού σημείου επί τής ιδίας γραμμής, οπερ αδύνατον (15, 1)*  λοι­
πόν αί γραμμαι ΔΕ, ΖΗ τέμνονται πάντοτε εις έν σημεϊον Ο.

Τώρα τό σημεϊον Ο, επειδή άνήκει εις τήν κάθετον ΔΕ, ισάκις α­
πέχει τών δύο σημείων Α καί Β (17, 1)*  τό αυτό δέ σημεϊον, επειδή 
ανήκει καί εις τήν κάθετον ΖΗ, ισάκις απέχει τών δύο σημείων Β και 
Γ. Τά τρία λοιπόν διαστήματα ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, είναι ίσα. 'Η γραφό­
μενη λοιπόν περιφέρεια έκ τού Ο ως κέντρου μέ τήν ακτίνα ΟΒ θέλει 
διέλθη άπό τά τρία σημεία Α, Β, Γ.

Έκ τούτου άπεδείχθη ότι πάντοτε είναι δυνατόν νά διέλθη περιφέ­
ρεια κύκλου έκ τριών δεδομένων στιγμών, μή έπ’ ευθείας*  λέγω δέ 
περιπλέον ότι μία μόνη δύναται νά διέλθη.

Διότι έάν υπήρχε δευτέρα τις περιφέρεια ήτις νά διήρχετο άπό 
τά τρία δεδομένα σημεϊα Α,Β,Γ, τό κέντρον της δέν ήμπορούσε νά 
εύρίσκεται έκτος τής γραμμής ΔΕ (17, 1), επειδή τότε άνισάκις ή­
θελεν απέχει τού Α καί Β*  διά τον αυτόν λόγον δέν ήμπορούσε νά 
εύρίσκεται έκτος τής γραμμής ΖΗ*  λοιπόν ήθελεν εύρίσκεται εις τον 
αυτόν καιρόν έπι τών δύο γραμμών ΔΕ, ΖΗ. Άλλά δύο εύθεΐαι εις 
έν μόνον σημεϊον τέμνονται*  λοιπόν*μία  μόνη περιφέρεια υπάρχει, 
ήτις δύναται νά διέλθη άπό τάς τρεις δεδομένας στιγμάς.

Πόρισμα. Δύο περιφέρεσαι δέν είναι δυνατόν νά τέμνωνται εις 
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περισσότερα τών δύο σημείων*  έπειδή έάν είχόν τρία κοινά, ήθελον 
έχει τδ αυτό κέντρον, και ήθελον σχηματίζει μίαν και τήν αυτήν πε­
ριφέρειαν.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Η. ή- 

Θεώρημα.

Δυο ίσαε χορδαι ισάκις άπέχουσι του κέντρου4 καί έκ .δύο άνίσων, 
ή μικροτέρα άπέχει περισσότερον.

1.0νΈστω ή χορδή ΑΒ=ΔΕ. Άς τμηθώσι δίχα αί χορδαι αύται 
υπό τών καθέτων ΓΖ, ΓΗ, και άς έπιζευχθώσιν αί ακτίνες ΓΑ, ΓΔ, 
(σχ. 53). Τά ορθογώνια τρίγωνα ΓΑΖ, ΔΤΉ, έχουν τάς υποτεί­
νουσας ΓΑ, ΓΔ ίσας*  περιπλέον ή πλευρά ΑΖ ήμισυ τής ΑΒ, είναι 
ίση μέ τήν ΔΗ, ήμισυ τής ΔΕ*  λοιπόν τά τρίγωνα ταύτα είναι ίσα 
(18. 1), και ή τρίτη πλευρά ΓΖ είναι ίση μέ τήν τρίτην ΓΗ*  οθεν 
1.0> αί δύο ίσαι χορδαι ΑΒ, ΔΕ, ισάκις άπέχουσι του κέντρου.

2.0ν Έστω ή χορδή ΑΘ μεγαλητέρα τής ΔΕ, 'τδ τόξον ΑΚΘ θέ­
λει είναι μεϊζον του ΔΜΕ (πρ. 5): άς ληφθή επί. του τόξου ΑΚ Θ τδ 
μέρος ΑΝΒ=ΔΜΕ, άς^πιζευχθή ή χορδή ΑΒ, καί άς κατεβασθή 
ή ΓΖ κάθετος έπι ταύτην τήν γορδήν, καί Γί, κάθετος έπι τήν ΑΘ*  
φανερόν είναι ότι ΓΖ είναι μεγαλητέρα τής ΓΟ, καί ΓΟ μεγαλητέρα 
τήςΓ1(16,1)· λοιπόν πολύ περισσότερον ΓΖ ^>ΓΕ’ΑλλάΓΖ=ΓΗ, 
επειδή αί χορδαι ΑΒ, ΔΕ είναι ίσαι*  λοιπόν έχομεν ΓΗ^> ΓΓ επεται 
λοιπόν, οτι έζ δύο άνίσων χορδών ή μικροτέρα απέχει περισσότερον 
του κέντρου.

ΪΙΡΟΤΑΣΙΣ Θ.

Θεώρημα.

Η κάθετος ΒΔ, ηγμένη εις το άχρον τής άζτϊνος ΓΑ είναι έ<ροί- 
πτομένη είς τήν περιφέρειαν, σχ. 54.

Διότι κάθε πλάγιά ΙΈ είναι μεγαλητέρα τής καθέτου ΓΑ (16,1)*  
λοιπόν τδ σημεΐον Ε είναι εκτός τού κύκλου*  διά τούτο ή ΒΔ άλλο 
κοινόν"σημείον μέ^τήν περιφέρειαν δεν έχει είμή τό Α*  λοιπόν ΒΔ εί­
ναι εφαπτομένη (πρ. 8.)

Σ χ ό λ ι ο ν*  Άπδ δεδομένον σημεΐον Α μία μόνη εφαπτομένη ΑΔ 
είς τήν περιφέρειαν δύναται νά άχθη*  διότι έάν ήτον δυνατόν νά άγθή 

. μία άλλη, αυτή δεν ήθελεν είναι πλέον κάθετος είς τήν άζτϊνα ΓΑ*  
λοιπόν ώς προς τήν νέαν ταύτην έφαπτομένην, ή άκτίς ΓΑ ήθελεν 
είναι πλαγία, καί ή κάθετος, ήγμένη έζ τού κέντρου έπι ταύτην τήν 
έφαπτομένην, ήθελεν είναι μικροτέρα τής ΓΑ*  λοιπδν ή εφαπτομένη 
δώτη ήθελεν εισέρχεται εις τον κύκλον, και ήθελεν είναι διατέμνουσα.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ί.

Δύο παράλληλοι ΑΒ, ΔΕ, χωρίζουσιν έπι τής περιρερείας τόξα 
ίσα ΜΝ, ΠΚ. σχ. 55.

Τρεις περιστάσεις δυνατόν νά ακολουθήσουν.
ι Λ' Έάν αί δύο παράλληλοι ήναι διατέμνουσαι, άς άχθη ή άκτϊς 

ΓΘ κάθετος εις τήν χορδήν ΜΠ, εις τον αυτόν καιρόν θέλει είναι 
κάθετος εις τήν παράλληλόν της ΝΚ(24,1)· λοιπόν τδ σημεΐον Θ 
θέλει είναι ένταυτώ τό μέσον τού τόξου ΜΘΠ και του τόξου ΝΘΚ 
(πρ. 6.) λοιπόν θέλομεν έχει τό τόξον ΜΘ—ΘΠ, και τδ τόξον 
]ΝΘ=ΘΚ· έκ τούτου έ'πεται ΜΘ—ΝΘ—ΘΠ—ΘΚ, τουτέστι 
ΜΑ=11Κ.

2.0ζ’Έάν έκ τών δύο παραλλήλων ΑΒ, ΔΕ, ή μία ήναι διατέμνου- 
σα, καϊ ή άλλη έφαπτομένη· εις τήν στιγμήν τής άρής Θ άς άχθή 
ή άκτ’ις ΓΘ’ αυτή θέλει είναι κάθετος εις τήν έφαπτομένην ΔΕ (πρ. 
9.) και εις τήν παράλληλόν της ΜΠ. ’Αλλ’ έπειδή ΓΘ είναι κάθετος 
εις τήν χορδήν ΜΠ, τδ σημεΐον Θ είναι τδ μέσον τού τόξου ΜΘΠ' 
λοιπόν τά τόξα ΜΘ, ΘΠ περιεχόμενα μεταξύ τών παραλλήλων 
ΑΒ, ΔΕ είναι ίσα.

δ.0" Τέλος έάν αί δύο παράλληλοι ΔΕ, ΙΑ ήναι έραπτόμεναι, ή 
μέν εις Θ, ή δέ εις Κ , άς άχθη ή διατέμνουσα παράλληλος ΑΒ, θέ­
λομεν έχει, έκ τών αποδεδειγμένων ΜΘ=ΘΠ καϊ ΜΚ.=ΈΠ” 
λοιπόν τδ δλον τόξον ΘΜΚ.'=ΘΠΚ’, και περιπλέον βλέπομεν οτι 
έκαστον τούτων τών τόξων είναι ήμιπεριρέρεια.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΑ'.

Θεώρημα.

Έάν δύο περιρέρειαι τέμνωνται εις δύο σημεία, ή διερχομένη 
γραμμή άπδ τά κέντρα των θέλει είναι κάθετος εις τήν χορδήν ή'τις 
ένόνει τά σημεία τής κοινής τομής, και θέλει τήν διαιρεί εις δύο ίσα 
μέρη. σχ. 57 και 58.

Διότι ή γραμμή ΑΒ, ή ένόνουσα τά σημεία τής κοινής τομής, εί­
ναι κοινή χορδή είς τούς δύο κύκλους. Τώρα έάν εις τδ μέσον ταύτης 
τής χορδής ύύ'ωθή μια κάθετος, αυτή πρέπει νά διέλθη άπδ καθέν 
τών δύο κέντρων Γ καϊ Δ. (πρ. 6.) Αλλ έκ δύο δεδομένων σημείων 
μία μόνη εύθεΐα δύναται νά άχθη· λοιπόν ή διερχομένη εύθεΐα άπδ 
τά κέντρα, θέλει είναι κάθετος εις τδ μέσον τής κοινής χορδής.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ'.

Θεώρημα.

Έάν το απόστημα των κέντρων δύο κύκλων ήναι μικρότερον τού 
αθροίσματος των άκτίνων, κώ εις τον αυτόν καιρόν ή μεγαλητέρα 
άκτις ήναι μικροτέρα τού αθροίσματος της μεκροτέρας και τού απο­
στήματος των κέντρων, αί δύο περιφέρειαι θέλει τέμνονται. σχ. 57 
και 58.

Διότι διά νά έχη χώραν ή κοινή τομή, πρέπει τό τρίγωνον ΓΑΔ 
νά ύπάρχη*  πρέπει λοιπόν όχι μόνον ΓΔ νά ήναι <\ΑΓ-|-ΑΔ σχ. 
57*  αλλά ακόμη και ή μεγαλητέρα άκτις ΑΔ νά ήναι ΑΓ -(-ΤΔ. 
σχ. 58. Τώρα οσάκις τό τρίγωνον ΓΑΔ ήμπορεΐ νά κατασκευασθή, 
φανερόν είναι ότι αί γραμμέναι περιφέρειαι έκ των κέντρων Γ και Δ, 
θέλει τέμνονται εις Α και Β.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΓ'.
Θεώρημα.

Έάν τό απόστημα ΓΔ των κέντρων δύο κύκλων ήναι ίσον μέ τό 
άθροισμα των άκτίνων των ΓΑ, ΑΔ, οί δύο κύκλοι θέλει άπτονται 
έξωτερικώς.

Φανερόν είναι οτι θέλουν έχει τό σημεΐον Α κοινόν*  και τούτο μό­
νον*  διότι διά νά έχουν δύο κοινά σημεία, έπρεπε τό απόστημα των 
κέντρων νά ήναι μικρότερον τού αθροίσματος των άκτίνων (πρ. 12.)

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ'.
Θεώρημα.

Έάν τό άπόστημα.ΓΔ των κέντρων δύο κύκλων ήναι ίσον μέ τήν 
διαφοράν των άκτίνων των ΓΑ, ΑΔ, οί δύο κύκλοι θέλει άπτονται 
έσωτερικώς. σχ. 60.

Φανερόν .είναι, δτι έχουν τό σημεΐον Α κοινόν: και τούτο μόνον*  
διότι διά νά έχουν εν άλλο, έπρεπε ή μεγαλητέρα άκτις ΑΔ νά ήναι 
μικροτέρα τού άθροίσματος τής άκτΐνος Α.Γ και τού αποστήματος 
των κέντρων ΓΔ (προ. 12.) τό όποιον δέν υπάρχει.

Πόρισμα. Αοιπόν έάν δύο κύκλοι άπτωνταε, είτε έσωτερικώς, 
είτε έξωτερικώς, τά κέντρα και τό σημεΐον τής αφής είναι έπι τής 
αυτής ευθείας.

Σχόλιον. σΟλοι οί κύκλοι οιτινες έχουν τά κέντρα των έπι 
τής ευθείας ΓΔ, και διέρχονται έκ τής στιγμής Α, άποντται μετα­
ξύ των, και δέν έχουν άλλο κοινόν σημεΐον παρά τό Α. Έάν δέ έκ 
τού σημείου Α άχθη ΑΕ κάθετος εις τήν ΓΔ, ή εύθεΐα ΑΕ θέλει είναι 
κοινή εφαπτομένη εις δλους τούτους τούς κύκλους, σχ. 59 και 60.
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II Ρ Ο Τ Α Σ I Σ ΙΕ. ή' 

θεώρημα.

Εις τον αυτόν κύκλον ή εις ίσους χόχλους, αί ίσαι γωνίαι ΑΓΒ, 
ΔΓΕ, των οποίων ή κορυφή είναι εις τό κέντρον, χωρίζουσιν έπί 
τής περιφέρειας τόξα ίσα ΑΒ, ΔΕ.

Άντιστρόφως, έάν τά τόξα ΑΒ, ΔΕ, ήναι ίσα, αί γωνίαι ΑΓΒ, 
ΔΓΕ, θέλουν είναι παρομοίως ίσαι. σχ. 61.

Διόίι 1.β» έάν ή γωνία ΑΓΒ ήναι ίση τή ΔΓΕ, ή μία δύναται 
νά τεθή έπί τής άλλης· και επειδή αί πλευραί των είναι ίσαι φα­
νερόν είναι ότι τό σημεΐον Α θέλει πέσει εις Δ, καί τό σημεΐον Β εις 
Ε. ’Αλλά τότε τό τόξον ΑΒ πρέπει ομοίως νά πέση έπί του τόξου 
ΔΕ· διότι έάν τά δυο τόξα δέν έταυτίζοντο, ήθελον υπάρχει εις τό 
•εν ή εις τό άλλο σημεία άνισάκις άπέχοντα άπό τό κέντρον, δπερ 
αδύνατον λοιπόν τό τόξον ΑΒ=ΔΕ.

2.®» Έάν ύποτεθή ΑΒ=ΔΕ, λέγω δτι ή γωνία ΑΓΒ θελει είναι 
ίση τή ΔΓΕ*  διότι έάν αί γωνίαι αύται δέν ήναι ίσαι, έστω ΑΓΒ ή 
μεγαλητέρα, και άς ληφθή ΑΓΙ=πΔΓΕ' θέλομεν έχει, εκ των απο­
δεδειγμένοι, ΑΙ=ΔΕ: άλλά, έξ ύποθέσεως, τό τόξον ΑΒ=ΔΕ*  
λοιπόν ήθέλαμεν έχει ΑΙ=ΑΒ, ή τό μέρος ίσον τώ ολω, δπερ 
αδύνατον λοιπόν ή γωνία ΑΓΒ=ΔΓΕ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΣΤ.

θεώρημα.

Εις τδ·/ αυτόν κύκλον ή εις ίσους κύκλους, έάν δυο γωνίαι εις 
τδ κέντρον ΑΓΒ, ΔΓΕ ήναι μεταξύ των ώς δύο άκέραιοι αριθμοί, 
τά περιεχόμενα τόξα μεταξύ των πλευρών των ΑΒ, ΔΕ, θέλουν εί­
ναι μεταξύ των ως οί αυτοί αριθμοί., καί θέλομεν έχει ταύτην τήν 
αναλογίαν, γωνία ΑΓΒ : γωνίαν ΔΓΕ :: τόξον ΑΒ: τόξον ΔΕ. σχ. 62.

’Ας ύποθέσωμεν, παραδείγματος χάριν, δτι αί γωνίαι ΑΓΒ, ΔΓΕ, 
είναι μεταξύ των ως 7 πρός 4, ή, τό όποιον είναι τό αυτό, δτι ή 
γωνία Μ κοινόν μέτρον των δύο γωνιών, περιέχεται εις μέν τήν γω- . 
γωνίαν ΑΓΒ επτάκις, εις δέ τήν ΔΓΕ τετράκις. Επειδή αί μερικάί ζνΛΤό 
γωνίαι ΑΓμ, μΓν, νΓΠ, κ. τ. λ, ΔΓχ, χΓύ, κ. τ. λ. είναι ίσαι με­
ταξύ των, τά μερικά τόξα Αμ, μν, νπ, κ. τ. λ, Δχ, χψ, κ. τ. λ. είναι 
παοομοίως ίσα μεταξύ των. (Προ. 15.) Λοιπόν τό ολον τοξον ΑΒ 
θέλει είναι πρός τό δλον τόξον ΔΕ ώ ς 7 πρός 4. Τώρα φανερόν είναι, 
δτι δ αυτός συλλογισμός έχει χώραν, δταν αντί 7 καί 4 λαβωμεν 
όποιουσδήποτε άλλους άοίθμούς· λοιπόν έάν ό λόγος τών γωνιώϊ»

3
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ΑΓΒ, ΔΓΕ δυναται νά έκφρασθή δι’ ακεραίων αριθμών, τά τδξα ΛΒ*  
ΔΕ θέλουν είναι μεταξύ των ώς αί γωνίαι ΑΓΒ, ΔΓΕ.

Σ χ ό λ ι ο ν. Άντιστρόφως, έάν τά τόξα ΑΒ, ΔΕ ήσαν μεταξύ των 
ώς δύο ακέραιοι αριθμοί, αί γωνίαι ΑΓΒ, ΔΓΒ, ήθελον είναι μεταξύ 
των ώςοί αυτοί αριθμοί, καί πάντοτε ήθέλαμεν έχει ΑΓΒ: ΔΓΕ:: 
ΑΒ; ΔΕ*  διότι επειδή τά μερικά τόξα Αμ, μν, κ. τ. λ, Δχ, χψ, κ. 
τ. λ. είναι ίσα, αί μερικαί γωνίαι ΑΓμ, μΓν, κ, τ. λ» είναι παρο­
μοίως ίσαι.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΖ'.

Θεώρημα.

Όποιονδήποτε λόγον εχωσιν αί δύο γωνίαι ΑΓΒ, ΑΓΔ, πάντοτε 
Ιέλουν είναι μεταξύ των ώς τά τόξα ΑΒ, ΑΔ, τά περιεχόμενα με­
ταξύ τών πλευρών των καί γεγραμμένα έκ τών κορυφών των ώς έκ 
κέντρων μέ ίσας ακτίνας.

Ας ύποθέσωμεν τήν μικροτέράν γωνίαν έντδς τής μεγαλητέρας: 
έάν ή έκφωνηθεΐσα αναλογία δέν ύπάρχη, ή γωνία ΑΓΒ, θέλει είναι 
εις τήν γωνίαν ΑΓΔ ώς τδ τόξον ΑΒ εις έν τόξον μεγαλήτερον ή μι- 
κρότερον τού ΑΔ. Άς ύποθέσωμεν τούτο τδ τόξον μεγαλήτερον, και 
άς τδ παραστήσωμεν διά ΑΟ, ουτω Θέλομεν έχει*

γωνία ΑΓΒ: γωνίαν ΑΓΔ:: τόξον ΑΒ : τόξον ΑΟ.
Άς έννοήσωμεν τώρα τδ τόξον ΑΒ διηρημένον εις μέρη ίσα έκας-ον 

τών οποίων νά ήναι μικρότερον τού ΔΟ’ θέλει υπάρχει τουλάχιστον 
εν σημεΐον διαιρέσεως μεταξύ Δ καί Ο: έστω I τούτο τδ σημεΐον, άς 
έπιζευχθή ΓΙ. ΤάτόξαΑΒ, ΑΙ Θέλουν είναι μεταξύ των ώς δύο 
ακέραιοι αριθμοί, καί κατά τδ προλαβδν θεώρημα Θέλομεν έχει:

γωνία ΑΓΒ: γωνίαν ΑΓΙ:: τόξον ΑΒ : τόξον ΑΙ.
Συγκρίνοντες τάς δύο ταύτας αναλογίας, βλέπομεν ότι οι ηγού­

μενοι είναι οί αυτοί*  λοιπόν οΐ έπόμενοι σχηματίζουν αναλογίαν και 
έχομεν

γωνία ΑΓΔ : γωνίαν ΑΓΙ:: τόξον ΑΟ: τόξον ΑΙ.
Αλλά τδ τόξον ΑΟ είναι μεγαλήτερον τού τόξου ΑΙ: έπρεπε λοι­

πόν διά νά ύπάργη ή αναλογία, ή γωνία ΑΓΔ νάήναι μεγαλητέρα 
τής γωνίας ΑΓΕ άλλ έξ έναντίας είναι μικροτέρα*  λοιπδν είναι άδύ- 
νατον ή γωνία ΑΓΒ νά ήναι πρδς τήν γωνίαν ΑΓΔ ώς τδ τόξον ΑΒ 
πρδς. έν τόξον μεγαλήτερον τού ΑΔ.

Δι’ ομοίου συλλογισμού ήθέλαμεν αποδείξει ότι δ τέταρτος ορος 
τής Αναλογίας δέν δύναται νά ήναι μικρότερος τού ΑΔ*  λοιπδν είναι 
ίσος μέ ΑΔ· έπομένως έχομεν τήν αναλογίαν:

γωνία ΑΓΒ: γωνίαν ΑΓΔ:: τόξον ΑΒ: τόξον ΑΔ,
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Πόρισμα. Επειδή ή γωνία εις τό κέντρον του κύκλου και 
τό περιεχόμενον τόξον μεταξύ τών πλευρών έχουν τοιαύτην σχέσιν, 
ώστε όταν ή γωνία αύξάνη ή σμικρύνη, νά αύξάνη ή νά σμικρύνη 
τό τόξον κατά τον αυτόν λόγον, δικαίως ήμποροΰμεν να λαβωμεν 
μίαν τούτων τών ποσοτήτων ώς μετρον τής άλλης: δια τούτο εις 
τό έξης λαμβάνομεν το τόξον ΑΒ ως μετρον τής γωνίας ΑΓΒ. 
Πρέπει μόνον νά παρατηρήσωμεν ότι εις τήν προς αλλήλας συγ- 
ζρισιν τών γωνιών, τά τόξα τά όποια μετρούσιν αυτας, πρεπει να 
ήναι γεγραμμένα μέ ίσας ακτίνας*  διότι τούτο υποθετουσιν αί προη- 
γούμενα/προτάσεις.

Σ γ ό λ ι ο ν Α. Φαίνεται φυσικώτερον νά μετρήται πάσα πο- 
σότης " διά άλλης τίνος τού ίδιου είδους*  και κατ’ αυτήν αρχήν 
έπρεπε νά άναφερθώσιν όλαι'αί γωνίαι εις τήν ορθήν: δια τούτοΧ 
λαμβανομένης τής ορθής γωνίας ώς μονάδας τού μέτρου, ή ο­
ξεία γωνία ήθελεν έκφρασθή δι’ αριθμού περιεχομένου μεταξύ Ο 
και 1, και ή αμβλεία δι’ άριθμού μεταξύ 1 και 2. Ά,λλ’ ό 
τρόπος ούτος τού έκφράζειν τάς γωνίας δέν ήθελεν είναι δ επι­
τήδειό τερος εις τήν χρήσιν. Εύρέθη λοιπόν άπλούστερον νά μετρώνται 
αί γωνίαι διά τόξων κύκλων, διά τήν ευκολίαν τού κατασκευαζειν 
τόξα ίσα μέ δεδομένα, και δι’ άλλους πολλούς λόγους. Ίελος, 
άν και τό μέτοον τών γωνιών διά τών τόξων κύκλου είναι τρό­
πον τινά έμμεσον, μέ ευκολίαν όμως διά μέσου αυτών συναγο- 
μεν τό άμεσον και απόλυτον*  διότι, έάν συγκρίνωμεν τό τόξον 
τό όποιον μετρεΐ γωνίαν · τινά μέ τό τέταρτον τής περιφέρειας, 
θέλομεν έχει τον λόγον τής δεδομένης γωνίας προς τήν ορθήν, 
και τούτο είναι τό απόλυτον μέτρον.

Σ χ ό λ ι ο ν Β. Ό,τι άπεδείχθη εις τάς τρεΐς προηγουμένας 
προτά'σεις διά τήν σύγκρισιν τών γωνιών μέ τά τόξα, υπάρχει 
επίσης διά τήν σύγκρισιν τών τομέων μέ τά τόξα, διότι^οί το­
μείς είναι ίσοι, όταν αί γωνίαι ήναι ίσαι, καί έν γένει είναι α­
νάλογοι μέ τάς γωνίας*  λοιπόν δύο τομείς ΑΓΒ, ΑΓΑ, εις τόν 
αυτόν κύκλον ή εις ίσους κύκλους, είναι μεταξύ των ως τα 
τόξα ΑΒ, ΑΔ, τάς βάσεις τών ιδίων τομέων.

Έκ τούτου βλέπομεν οτι τά τόξα τού κύκλου τά όποια με­
τρούν τάς γωνίας, ήμπορούν ομοίως νά χρησιμεύσουν ως μετρον 
τών διαφόρων τομέων τού ίδιου κύκλου ή ίσων κύκλων.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΗ.-Γ
Θεώρημα.

Ή εγγεγραμμένη γωνία ΒΑΔ έχει διά μετρον τό ημισυ του 
τόξου ΒΔ περιεχομένου μεταξύ τών πλευρών της. σχ. 64. καί 65.
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Ας υποθέσωμεν κατά πρώτον οτι τό κέντρον τού κύκλου ευ- 

ρισκεται έντός τής γωνίας ΒΑΔ*  άγομεν τήν διάμετρον ΑΕ καί 
τάς ακτίνας ΓΒ, ΓΔ. Ή έκτος γωνία ΒΓΕ, είναι ίση μέ τδ 
άθροισμα τών δυο έντός ΓΑΒ, ΑΒΓ. (πρ. 19, 1): άλλ’ επειδή 
τδ τρίγωνον ΒΑΓ είναι ισοσκελές, ή γωνία ΓΑΒ = ΑΒΓ*  λοι­
πόν ή γωνία ΒΓΕ είναι διπλάσιά τής ΒΑΓ. Ή γωνία ΒΓΕ, 
ώς γωνία εις τδ κέντρον, έχει διά μέτρον τδ τόξον ΒΕ: λοιπόν 
ή γωνία ΒΑΓ θέλει έχει διά μέτρον τδ ήμισυ του ΒΕ. Διά 
τδν αύτδν λόγον ή γωνία ΓΑΔ θέλει έχει διά μέτρον τδ ήμισυ 
"του ΕΔ· λοιπόν ΒΑΓ-}-ΓΑΔ ή ΒΑΔ θέλει μετρεΐται άπδ τδ 
ήμισυ του ΒΕ-}-ΕΔ ή τδ ήμισυ τού ΒΔ. σχ. 64.

*Ας υποθέσωμεν δεύτερον οτι τδ κέντρον Γ εύρίσκεται έκτος 
τής γωνίας ΒΑΔ, τότε έάν άξωμεν τήν διάμετρον ΑΕ, ή γω­
νία ΒΑΕ θέλει έχει διά μέτρον τδ ήμισυ του ΒΕ, ή γωνία ΔΑΕ 
*τδ ήμισυ τού ΔΕ*  λοιπδν ή διαφορά των ΒΑΔ θέλει έχει διά 
μέτοον τδ ήμισυ τού ΒΕ μεΐον τδ ήμισυ τού ΕΔ, ή τδ ήμισυ 
τού.ΒΔ. σχ. 65.

Λοιπόν κάθε έγγεγραμμένη γωνία έ^ει διά μέτρον τδ ήμισυ 
τού περιεχομένου τόξου μεταξύ τών πλευρών της.

Πόρισμα Α . Όλαι αί έγγεγραμμέναι γωνίαι εις τδ αύτδ 
τμήμα καθώς ΒΑΓ, ΒΔΓ κ. τ. λ. Είναι ίσαι, ώς έχουσαι διά 
μέτρον τδ ήμισυ τού ίδιου τόξου ΒΟΓ. σχ. 66.

Β. Κάθε γωνία ΒΑΔ έγγεγραμμένη εις τδ ημικύκλιον είναι 
γωνία ορθή, ώς έχουσα διά μέτρον τδ ήμισυ τής ημιπεριφέ­
ρειας ΒΟΔ, ή τδ τέταρτον τής περιφέρειας, σχ. 67.

Διά νά δείξωμεν τδ αύτδ μέ άλλον τρόπον, άς έπιζευχθή ή 
άκτίς ΑΓ*  τδ τρίγωνον ΒΑΓ είναι ισοσκελές, δθεν ή γωνία ΒΑΓ ~ 
ΑΒΓ*  τδ τρίγωνον ΓΑΔ είναι παρομοίως ισοσκελές· λοιπδν ή 
γωνίαΓΑΔ=ΑΔΓ· επομένως ΒΑΓ-ή-Γ ΑΔ ή ΒΑΔ=ΑΒΔ+ΑΔΒ. 
Α’λλ’ όταν αί δύο γωνίαι Β και Δ τού τριγώνου ΑΒΔ κάμνουν 
δμού τήν τρίτην ΒΑΔ, φανερόν είναι ότι αί τρεις γωνίαι τού τρι­
γώνου ίσοδυναμούν μέ δύο φοραΐς τήν γωνίαν ΒΑΔ*  αύταί δέ ίσοδυ- 
ναμούν μέ δύο όρθάς· λοιπόν ή γωνία ΒΑΔ είναι ορθή.

Γ. Κάθε γωνία ΒΑΓ έγγεγραμμένη εις τμήμα μεΐζον τού 
ημικυκλίου, είναι γωνία οξεία*  διότι έχει διά μέτρον τδ ήμισυ 
τού τόξου ΒΟΓ έλάσσονος ήμιπεριφερείας. σχ. 66.

Και κάθε γωνία ΒΟΓ έγγεγραμμένη εις τμήμα έλασσον του 
ήμικυκλίου, είναι γωνία αμβλεία*  διότι έχει διά μέτρον τδ ήμι- 
συ τού τόξου ΒΑΓ μείζονος ήμιπεριφερείας.

Δ . Αί απέναντι γωνίαι Α καί Γ εγγεγραμμένου τίνος τε- 
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τραπλεύρου ΑΒΓΔΤ ίσοδυναμούν υ.ε δυο δοθάς*  διότι η γωνία 
ΒΑΔ έχει διά μετρον τδ ήμισυ τού τόξου ΙΪΓΔ*  ή γωνία ΒΓΔ 
έχε: διά μετρον τδ ήμισυ του τόξου ΒΑΔ*  λοιπδν αί δύο γω­
νία: ΒΑΔ, ΒΓΔ, δμού λαμβανόμεναι, έχουν διά μετρον τδ ή- 
μισυ της περιφέρειας- λοιπδν τδ άθροισμά των ισοδύναμε: μέ 
δύο δρθάς. σχ. 68.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ ΙΘ.
Θεώρημα.

Ή σχηματιζομενη γωνία ΒΑΓ άπδ μίαν έφαπτομένην και άπδ 
μίαν χορδήν, έχει διά μετρον τδ ήμισυ του τόξου ΑΜΔΓ του περιε-; 
χομένου μεταξύ τών πλευρών της. σχ. 69.

Εις τήν στιγμήν τής άοής Α άς άχθη ή διάμετρος· ΑΔ*  ή. 
γωνία ΒΑΔ είναι ορθή, (πρ. 9) και έχει μετρον τδ ήμισυ τής ημιπερι­
φέρειας ΑΜΔ, ή γωνία ΔΑΓ έχει διά μετρον τδ ήμισυ τού ΔΓ*  λοιπόν 
ΒΑΔ-{-ΔΑΓ ή ΒΑΓ έχει διά μετρον τδ ήμισυ*  τού ΑΜΔ, πλέον τδ· 
ήμισυ τού ΔΓ, ή τδ ήμισυ τού όλου τόξου ΑΜΔΓ.

"Κατά τον αυτόν τρόπον άποδεικνύομεν δτι ή γωνία ΓΛΕ 
έχει διά μετρον τδ ήμισυ τού τόξου ΑΓ περιεχομένου μεταξύ- 
τών πλευρών της.

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΑΝΛΦΕΡΌΜΕΝΑ

Εις τ ά δ ύ α πρώτα βιβλία.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Αζ.

•^ά διαιρέσώμεν τήν δεδομένην ευθείαν ΑΒ εις δύο ίσα μέ- 

Γθ·, σΧ· 7θ·
Εκ τών σημείων Α καί Β, ώς εκ κέντρων, μέ τήν αυτήν 

άκτΐνα άλλά μεγαλητέραν τής ημισείας τής ΑΒ, άς γ^αφθώσι*  
ουο τόξα, τά δποΐα τέμνονται είς· Δ. Τδ σημεϊον Δ ισάκις θέ­
λει άπέχει τών σημείων Α και Β: άς σημειωθή παρομοίως άνω 
ή κάτω τής γραμμής ΑΒ έν δεύτερον σημεϊον Ε ισάκις άπέ- 
χον τών σημείων Α και Β, άς έπεζευχθή ή γραμμή ΔΕ’ λέ­
γω δτι ή ΔΕ τέμνει τήν" ΑΒ εις δύο ίσα μέρη εις τήν στιγμήν Γ.

Διότι επειδή έκαστον τών σημείων Δ καί Ε ισάκις άπέχει τών 
άκρων Α καί Β, πρέπει νά εύρισκηται εις τήν ύύωνομένην κά- _ 
Θετόν εις τδ μέσον τής ΑΒ Αλλά διά δύο δεδομένων σημείων 
μια μόνη ευθεία είναι δυνατόν νά διέλθη· λοιπόν ή. γραμμή ΔΕ 
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είναι αυτή ή ιδία κάθετος τεμνουσα την ΑΒ εις δυο ίσα μίκ>η 
εις τήν στιγμήν Γ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.
Έξ ένδς σημείου Α, δεδομένου έπι τής γραμμής ΒΓ, νά ύψώ- 

σωμεν κάθετον εις ταύτην τήν γραμμήν, σχ. 71.
Άς ληφθώσι τά σημεία Β και Γ ώστε ισάκις νά άπέχουν άπδ 

τδ Α, ακολούθως έκ τών σημείων Β και Γ, ως εχ κέντρων, 
καί μέ ακτίνα την αυτήν άλλα μείζονα τής ΒΑ, άς γραφθώσι 
δύο τόξα τά δποΐα τέμνονται εις Δ’ άς έπεζευχθή ΑΔ ήτις θέ­
λει είναι ή ζητουμένη κάθετος.

Διότι επειδή τδ σημεΐον Δ ισάκις απέχει του Β καί Γ, ανή­
κει εις τήν ύύωνομένην κάθετον εις τδ μέσον τής ΒΓ*  λοιπον 
ΑΔ είναι αυτή ή κάθετος.

Σχόλιον. Διά τής αυτής κατασκευής κάμνομεν ορθήν γω­
νίαν ΒΑΔ, εις δεδομένον σημεΐον Α,έπί δεδομένης γαμμής ΒΓ.

IIΡ Ο Β Λ Η Μ Α Γ.
Έξ ένδς σημείου Α, έκτδς τής ευθείας ΒΔ δεδομένου, νά κα- 

τεβάσωμεν μίαν κάθετον έπι ταύτης τής ευθείας, σχ. 72.
Έκ του σημείου Α ώς -έκ κέντρου, καί μέ άκτΐνα αρκετά μεγάλην, 

άς γραφθή τόξον τδ δποΐον τέμνει τήν ΒΔ εις δύο σημεία Β 
καί Δ*  άς' σημειωθή ακολούθως σημεΐον τι Ε ισάκις άπέχον 
άπδ Β καί Δ, καί άς έπιζευχθή ΑΕ ήτις θέλει είναι ή ζη­
τουμένη κάθετος.

Διότι έκαστον τών δύο σημείων Α καί Ε ισάκις άπέχει άπδ Β 
καί Δ*  λοιπδν ή ΑΕ είναι κάθετος εις τδ μέσον τής ΒΔ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'.

Εις τήν στιγμήν Α τής γραμμής ΑΒ, νά κατασκευασθή γωνία 
ίση τή δεδομένη· Κ . σχ. 73.

Έκ τής κορυφής Ιν, ώς έκ κέντρου, καί μέ άκτΐνα κατ’ άρέ- 
σκειαν, άς γραφθή τδ τόξον ΙΛ περατούμενον εις τας όυο 
πλευράς τής γωνίας. Έκ τής στιγμής Α ώς έκ κέντρου καί 
μέ άκτΐνα ΑΒ ί'σην τή ΚΙ, άς γραφθή τδ άπροσδιόριστον τόξον 
ΒΟ*  άς ληφθή άκολούθως μία άκτίς ίση τή χορδή ΛΙ. Εκ τής 
στιγμής Β ώς έκ κέντρου, καί μέ ταύτην τήν άκτΐνα, άς γραφθή 
τόξον τδ δποΐον τέμνει τδ άπροσδιόριστον ΒΟ εις Δ· άς έπι­
ζευχθή ΑΔ, καί ή γωνία ΔΑΒ θέλει εϊναι ίση τή δεδομένη Κ'.

Διότι τά δύο τόξα ΒΔ, Λϊ, έχουν άκτΐνας καίχορδάς ίσας*  
λοιπδν είναι*  ίσα (πρ. 4, 2.) έπομένως ή γωνία ΒΑΔ = ΙΚ'Α.
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II Ρ Ο Β Α Η Μ Α Ε.
Νά διαιρέσωμεν γωνίαν ή τόξον δεδομένον εις δύο ίσα μέρη. 

σΖ· 74; ,
ΙΛ' Εάν έχωμεν νά διαιρέσωμεν τό τοξον ΑΒ εις δύο ί­

σα μέρη, έζ των σημείων Α καί Β ώς έζ κέντρων, καί μέ 
τήν αυτήν ακτίνα, γράφομεν δυο τόξα, τά δποΐα τέμνονται εις 
Δ. Διά τής στιγμής Δ καί του κέντρου Γ άγομεν τήν ΓΔ, ή­
τες θέλει τέμνει τό τοξον ΑΒ εις δύο ίσα μέρη εις τήν στι- 
γμήν,Ε.„ , , , , ,

Διότι έκαστον των δυο σημείων Γ καί Δ ισάκις απέχει των ά­
κρων Α καί Β τής χορδής ΑΒ, λοιπόν ή ΓΔ, είναι κάθετος εις 
τό μέσον ταύτης τής χορδής*  έπομένως διαιρεί εις δύο ϊσα μέρη 
τό τοξον ΑΒ εις τήν στιγμήν Ε. (προ. 6, 2).

2.0ν Έάν δέ έχωμεν νά διαιρέσωμεν εις δύο ίσα μέρη τήν γω­
νίαν ΑΓΒ, γράφομεν κατά πρώτον έζ τής κορυφής Γ, ώς έζ 
κέντρου, τό τοξον ΑΒ, έπειτα πράττομεν ώς ανωτέρω είπομεν*  
φανερόν είναι οτι ή ΓΔ θέλει διαιρεί εις δύο ίσα μέρη τήν γω­
νίαν ΑΓΒ.

Σ χ ό λ ι ο ν. Διά τής αυτής κατασκευής δυνάμεθα νά διαιρέσωμεν 
κάθε ήμισυ ΑΕ, ΕΒ, εις δύο ίσα μέρη*  κατ’ αυτόν τόν τρόπον, 
διά διαδοχικών υποδιαιρέσεων, γωνία ή τοξον δεδομένον διαιοεΐ- 
ται εις τέσσαρα, οκτώ, δεζαέξ, ζ. τ. λ. ίσα μέρη.

ΠΡΟΒΑΗΜΑ ΣΤ.

’Από δεδομένον σημεΐον Α, νά άξωμεν εύθεΐαν παράλληλον 
άλλης δεδομένης ΒΓ. σχ. 75.

Έζ του σημείου Α, ώς έζ κέντρου, καί μέ άζτΐνα αρκετά 
μεγάλην, γράφομεν τό απροσδιόριστον τοξον ΕΟ*  έζ του σημείου 
Ε ώς έζ κέντρου, καί μέ τήν αυτήν άζτΐνα, γράφομεν τό < 
τοξον ΑΖ, λαμβάνδμεν ΕΔ = ΑΖ, καί έπιζευγνύοντες τήν ΑΔ 
θέλομεν έχει τήν ζητουμένην παράλληλον.

Διότι ένόνοΗες τήν ΑΕ, βλέπομεν οτι αί άναλλάξ γωνίαι 
ΑΕΖ, ΕΑΔ, είναι ίσαι*  λοιπόν αί γραμμαί ΑΔ, ΕΖ είναι πα­
ράλληλοι. (24, 1).

ΠΡΟΒΑΗΜΑ Ζ.
Δεδομένων δύο γωνιών Α ζαί Β ενός τριγώνου, νά ευρωμεν 

τήν τρίτην. σχ. 76.
Ας άχθη ή άπροσδιόριστος γραμμή ΔΕΖ, άς ζατασζευασθή 

εις τήν στιγμήν Ε, ή γωνία ΔΕΓ = Α, καί ή ΓΕΘ = Β: Η 
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γωνία ΘΕΖ θέλει είναι ή ζητούμενη τρίτη*  διότι αί τρεΐς αύται 
γωνίαι δμού λαμβανόμεναι δίδουν δι’ άθροισμα δύο δρθάς.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Η.
Δεδομένων δύο πλευρών Β ζαί Γ ένδς τριγώνου χαί της πε- 

ριεγομένης ύπ’ αυτών γωνίας Α, νά γράψωμεν τδ τρίγωνον*  σχ. 77.
’Αχθείσης τής απροσδιορίστου ΔΕ, άς ζατασζευασθή εις τήν 

στιγμήν Δ ή γωνία ΕΔΖ ίση τή δεδομένη Α*  άς ληφθή άζο- 
λούθως ΔΗ —Β, ζαί ΔΘ = Γ, άς έπιζευχθή ΗΘ ζαί ΔΗΘ 
θέλει είναι τδ ζητούμενον τρίγωνον.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Θ'.
Δεδομένων μιας πλευράς ζαι δύο γωνιών τριγώνου τίνος, νά 

γράύωμεν τδ τρίγωνον.
Ή ζαι αί δύο δεδομέναι γωνίαι πρέπει νά ήναι προσζείμεναι 

εις τήν δεδομένην πλευράν, ή. ή μία προσζειμένη, ζαι ή άλλη 
απέναντι: εις τήν τελευταίαν ταύτην περίστασιν, ζητουμεν τήν 
τρίτην (πρόβ. 7.), ζαί ούτως έχομεν τάς δύο προσζειμένας. 
Τούτου τεθέντος, άγωμεν τήν εύθεΐαν ΔΕ .ίσην τή δεδομένη 
πλευρά, ζάμνομεν εις τήν στιγμήν Δ τήν γωνίαν ΕΔΖ ίσην 
μέ τήν μίαν τών προσκειμένων γωνιών, ζαί εις τήν στιγ­
μήν Ε τήν ΔΕΗ ίσην μέ τήν άλλην αί δύο γραμμαι ΔΖ, ΕΗ, 
θέλουν τέμνεσθαι εις Θ, ζαί ΔΕΘ θέλει είναι τδ ζητούμενον 
τρίγωνον, σχ. 78.-

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ί.
Δεδομένων τών τριών -πλευρών Α, Β, Γ ένδς τριγώνου, νά 

γράψώμεν τδ τρίγωνον.
Ας άχθη ή ΔΕ ίση τή πλευρά Α*  έζ τής στιγμής Ε ως 

έζ ζέντρου, ζαί μέ άζτΐνα ίσην τή δευτέρα πλευρά Β, άς γρα- 
σΟή τόξον*  έζ τής στιγμής Δ ώς έζ ζέντρου, ζαι μέ άζτΐνα ί­
σην τή τρίτη πλευρά 1 άς γραφΟή άλλο τόξον, τδ οποίον θέλει 
τέμνει τδ πρώτον εις Ζ*  άς έπιζευχθώσι ΔΖ, ΕΖ, ζαί. ΔΕΖ 
θέλει είναι τδ ζητούμενον τρίγωνον, σχ. 79.

Σχολιον. Έάν μία τών πλευρών ήτο μεγαλητέρα του ά- 
θροίσματος τών δύο άλλων,, τά τόξα δέν ήθελον τέμνεσθαι*  άλλ’ 
δσάζις τδ άθροισμα δύο πλευρών λαμβανδμενον οπωσδήποτε εί­
ναι μεγαλήτερον τής τρίτης,, ή λύσις είναι πάντοτε δυνατή.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΑ.
Δεδομένων δύο πλευρών Α ζαι Β τριγώνου τίνος, ζαί τής γω­

νίας Γ τής απέναντι πλευράς Β, νά γράψωμεν τδ τρίγωνον, σχ. 8(Χ
Δύο περιστάσεις Υπάρχουν. 1.®**  Έάν ή γωνία Γ ήναι ορθή 
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ή αμβλεία*  άς κατασκευασθή ή γωνία ΕΔΖ ίση τη Γ*  άς λη©- 
6η ΔΕ = Α*  έκ δέ τής στιγμής Ε, ώς έχ κέντρου, καί μέ. 
άκτΐνα ίσην τή δεδομένη πλευρά Β, άς γρασθή τόξον, τδ οποίον 
τέμνει είς Ζ την ΔΖ*  άς έπιζευχθήχ ΕΖ, και ουτω ΔΕΖ θέλει, 
εΐναι τδ ζητούμενον τρίγωνον.

Είς τήν πρώτην ταυτην περίστασιν πρέπει ή πλευρά Β νά 
ήναι μεγαλητέρα τής Α*  διότι ή γωνία Γ ούσα ορθή ή αμβλεία 
είναι ή μεγαλητέρα τών γωνιών τού τρ-ιγώνου*  λοιπδν ή απέ­
ναντι πλευρά πρέπει ομοίως νά ήναι ή μεγαλητέρα.

2.0ν Έάν δέ ή γωνία Γ ήναι δξεΐα, καί ή Β μεγαλητέρα τής 
Α, ή αυτή κατασκευή έχει "χώραν, και ΔΕΖ είναι τδ ζητούμε­
νον τρίγωνον, σχ. 81.

Άλλ έάν, έν ω Γ είναι δξεΐα, ή πλευρά Β ήναι μικροτέρα 
τής Α, τότε τδ γραφόμενον τόξον έκ τού κέντρου Ε μέ τήν ά­
κτΐνα ΕΖ = Β, θέλει τέμνει τήν πλευράν ΔΖ είς δύο σημεία 
Ζ και Η κείμενα έκ του αυτού μέρους τού Δ*  θέλουν υπάρχει 
λοιπόν δύο τρίγωνα ΔΕΖ, ΔΕΗ, έπίσης πληρουντα είς τδ πρό­
βλημα, ώς έχοντατά αυτά δοθέντα. σχ. 82.

Σχόλιον. Τδ πρόβλημα ήθελεν είναι αδύνατόν είς δλας τάς 
περιστάσεις, έάν ή πλευρά Β ήτο μικροτέρα τής φερομένης κα- 
θέτπου έκ' τής στιγμής Ε έπί ΔΖ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΒ.

Δεδομένων τών προσκειμένων πλευρών Α και Β παραλληλογράμ­
μου τίνος καί τής περιεχομένης ύπ’ αυτών γωνίας Γ, νά γρά- 
ύωμεν τδ παραλληλόγραμμον, σχ. 83.

’Αγομεν τήν ΔΕ = Α, κάμνομεν είς τήν στιγμήν Δ τήν· 
γωνίαν ΖΔΕ = Γ, λαμβάνομεν ΔΖ =Β*  γράοομεν δύο τό­
ξα, τδ μέν έκ τής στιγμής Ζ ώς κέντρου, καί μέ άκτΐνα ΖΗ 
= ΔΕ, τδ δέ έκ τής στιγμής Ε ώς έκ κέντρου, καί μέ άκτΐνα 
ΕΗ = ΔΖ : ένόνομεν τήν στιγμήν Η, όπου τά δύο ταυτα τόξα 
τέμνονται, μέ τάς Ζ καί Ε, διά τών ΖΗ, ΕΗ*  καί ΔΕΗΖ 
θέλει είναι τδ ζητούμενον παραλληλόγραμμον.

Διότι, έκ τής κατασκευής, αί άπέναντι πλευραί είναι ισαι*  
λοιπόν τδ γεγραμμένον σχήμα είναι παραλληλόγραμμον (30, 1 )·■ 
καί τδ παραλληλόγραμμον τούτο περιέχει τάς οεδομένας πλευ­
ράς και τήν δεδομένην γωνίαν.

Πόρισμα. Εάν ή δεδομένη γωνία ήναι ορθή, τδ σχήμα 
θέλει είναι ορθογώνιον*  έάν δέ περιπλέον καί αί πλευραί ίσαι, 
θέλει είναι τετράγωνον.
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΓ'.

Νά ευρωμεν τδ κέντρον κύκλου ή τόξου δεδομένου. σχ. 84.
Ας ληφθώσι κατ’ αρέσκειαν εις τήν περιφέρειαν ή εις τό τό- 

ξον τρία σημεία Α, Β, Γ*  άς έπιζευχθώσιν αί ΑΒ και ΒΓ, 
άς τμηθώσι δίχα αί γραμμαί αυται ύπδ των καθέτων ΔΕ, ΖΗ. 
Η' στιγμή Ο, όπου αυται αί κάθετοι συναπαντώντας θέλει είναι 
τδ ζητούμενον κέντρον.

Σχόλιον. Διά τής αυτής κατασκευής δυνάμεθα νά άξωμεν 
περιφέρειαν διά τριών δεδομένων στιγμών Α, Β, Γ, καθώς και νά 
περιγράύωμεν περιφέρειαν εις δεδομένον τρίγωνον.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΔ'.ί^
Απο δεδομένον σημεΐον νά άξωμεν έφαπτομένην εις δεδομένον 

κύκλον.
Έάντδ δεδομένον σημεΐον Αήναι έπι τής περιφέρειας, άς έπιζευ- 

χθή ή άκτις ΓΑ, και άς άχθη ΑΔ κάθετος εις τήν ΓΑ*  ούτως ή ΑΔ 
θέλει είναι ή ζητουμένη εφαπτομένη. (9, 2) σχ. 85.

Εάν δέ τδ σημεΐον Α ήναι έκτδς του κύκλου, άς ένωθή μέ τδ 
κέντρον διά τής ευθείας ΓΑ*  άς τμηθή δίχαήΤΑ εις τήν στιγμήν 
Ο’ έκ δέτουΟ, ώς έκ κέντρου, καί μέ τήν άκπΐνα ΟΓ, άς γραφθή 
περιφέρεια ή'τις τέμνει τήν δεδομένην εις τήν στιγμήν Β*  άς έπιζευ- 
χθή ΑΒ, αυτή δέ θέλει είναι ή ζητουμένη εφαπτομένη, σχ. 86.

Διότι έάν έπιζευχθή ή ΓΒ, ή γωνία ΓΒΑ είναι ορθή, ώς έγ- 
γεγραμμένη έν τώ ήμικυκλίω (18,. 2)· λοιπδν ΑΒ είναι κάθετος εις 
τδ άκρον τής άκτΐνος ΓΒ, ακολούθως είναι έφαπτομένη.

Σχόλιον. Οταν τδ σημεΐον Α ήναι έκτδς του κύκλου, βλέπομεν 
δτι υπάρχουν πάντοτε δύο έφαπτόμεναι ίσαι ΑΒ, ΑΔ, αίτινες διέρ­
χονται διά του Λ: ίσαι, διότι τά ορθογώνια τρίγωνα ΓΒΑ, ΓΔΑ, έχουν 
τήν υποτείνουσαν ΓΑ κοινήν, καί τήν πλευράν ΓΒ=ζΓΔ*  λοιπδν είναι 
ίσα (18,1) έπομένως ΑΔ—ΑΒ, και ένταυτώ ή γωνία ΓΑΔ—ΓΑΒ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΕ'.

Νά έγγράψωμεν κύκλον είςτδ δεδομένον τρίγωνον ΑΒΓ. σχ. 87.
Ας τμηθώσι δίχα αί γωνίαι Α καί Β ύπδ τών γραμμών ΑΟ καί 

ΒΟ, αίτινες συναπαντώνται εις Ο. Έκ δέ τής στιγμής Ο άς κατε- 
βασθώσιν αί κάθετοι ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ έπι τών τριών πλευρών τού τρι­
γώνου*  λέγω δέ δτι αί κάθετοι αυται είναι ίσαι μεταξύ των*  διότι, 
έκ τής κατασκευής, ή γωνία ΔΑΟ—ΟΑΖ, ή ορθή γωνία ΑΔΟ= 
ΑΖΟ*  λοιπδν ή τρίτη ΑΟΔ είναι δέ ίση τή τρίτη ΑΟΖ. ’Απδ άλλο 
μέρος ή πλευρά ΑΟ είναι κοινή εις τά δύο τρίγωνα ΑΟΔ, ΑΟΖ, και
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αχείς τήν ίσην πλευράν προσκείμενα: γωνία: εινα: ίσα:*  λοιπόν τά 
δύο ταύτα τρίγωνα είναι ίσα*  έπομένως ΔΟ—()Ζ. Κατά τον αύτδν 
τρόπον δεικνύομεν δτϊ τά δύο τρίγωνα ΒΟΔ, ΒΟΕ, είναι ίσα*  λοιπδν 
ΟΔ=ΟΕ, λοιπόν αί τρεϊς κάθετοι ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ, είναι ίσα: μετά- 

•μεταξύ των.
Ηοη οε, εαν εκ της στιγμής Ο, ως εκ κέντρου,, και με ακτίνα 

τήν ΟΔ, γραφθή περιφέρεια, φανερόν, δτ: θέλε: είναι εγγεγραμμένη 
είς τό τρίγωνον ΑΒΓ*  διότι ή πλευρά ΑΒ ώς κάθετος είς τδ άκρον 
τής άζτΐνος ΟΔ, είναι*  εφαπτομένη: τδ αύτδ δέ υπάρχει διά τάς 
πλευράς ΒΓ, ΑΓ.

• Σχόλιον. Αί τρεΐς εύθεϊα: αχτίνες τέμνουν δίχα τάς τρεϊς 
γωνίας τριγώνου τίνος, συντρέχουν είς τδ αύτδ σημεϊον.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΣΤ'.ίΤ
Έπ: τής δεδομένης εύθείας ΑΒ νά γράψωμεν τμήμα ικανόν νά 

χωρέση τήν δεδομένην γωνίαν Γ, τούτέστι, τμήμα τοιούτον, ώστε 
δλαι αί είς αύτδ εγγεγραμμένα: γωνία: νά ήναι ίσα: μέ τήν δεδομέ­
νην Γ. σχ. 88 καί 89.

Ας προεζβληθή ΑΒ πρδς τδ Δ, άς γένη είς τήν στιγμήν Β ή 
γωνία ΔΒΕ=Γ, άς ύψώθή ή ΒΟ κάθετος είς τήν ΒΕ και ΗΟ κά­
θετος είς τδ μέσον τής ΑΒ*  έζ δέ τής στιγμής τής συναπαντήσεως 
Ο, ώς έζ κέντρου, καί μέ άζτϊνα τήν ΟΒ, άς γραφθή κύκλος*  ούτω 
τδ ζητούμενον τμήμα θέλε: είναι ΑΜΒ.

Δ:ότι, έπειδή ΒΖ ώς κάθετος είς τδ άκρον τής άζτϊνος ΟΒ είναι 
εφαπτομένη, ή γωνία ΑΒΖ έχε: διά μέτρον τδ ήμισυ του τόξου 
ΑΚΒ (19, 2).’Αφ έτέρου δέ μέρους ή γωνία ΑΜΒ, ώς έγγεγραμ- 
μένη, έχε: διά μέτρον τδ ήμισυ τού τόξου ΑΚΒ*  λοιπόν ή γωνία 
ΑΜ Βί=ΑΒΖ=ΕΒΔ==Γ· έπομένως δλα: αί εγγεγραμμένα: γωνία: 
είς τδ τμήμα ΑΜΒ είναι ίσα: μέ τήν δεδομένην Γ.

Σχόλιον. Έάν ή δεδομένη γωνία ήτον ορθή, τδ ζήτούμενον 
τμήμα ήθελεν εινα: τδ γεγραμμένον ημικύκλιον έπι τής διαμέ­
τρου ΑΒ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΖ'.

Νάεύρωμεν τον άοιθμητιζδν λόγον δύο δεδομένων εύθειών ΑΒ, 
ΓΔ, έάν όμως έχωσι κοινόν μέτρον μεταξύ των. σχ. 90.

Φέρομεν τήν μιζροτέραν ΓΔ έπι τής μεγαλητέρας ΑΒ τοσάκις, 
οσάκις εινα: δυνατόν νά περιέχηται παραδείγματος γάριν, δίς, μέ τδ 
υπόλοιπον ΒΕ.

Φέρομεν τδ υπόλοιπον ΒΕ έπι τής ΓΔ τοσάκις, οσάκις είναι
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,δυνατόν νά περιέχηται, μίαν φοράν, παραδείγματος χάριν, μέ τ¥ 
υπόλοιπον ΔΖ. ,

Φέρομεν το .δεύτερον υπόλοιπον ΔΖ επί τού πρώτου ΒΕ τοσάκις,, 
οσάκις είναι δυνατόν νά περιέχηται, μίαν φοράν, παραδείγματος 
χάριν, μέ τό υπόλοιπον ΒΙΕ

Φέρομεν τό, τρίτον υπόλοιπον ΒΗ επί τού δευτέρου ΔΖ τοσάκις, 
οσάκις είναι δυνατόν νά περιέχηται.

Έξαζολουθούμεν ούτως έως ου νά φθάσωμεν εις υπόλοιπον τό· 
όποιον ακριβώς νά περιέχηται εις τό προηγούμενον. ·

Τότε τό τελευταΐον τούτο υπόλοιπον θέλει είναι τό κοινόν μέτρον 
τών δεδομένων γραμμών, και θεωρούντέςτο ώς μονάδα, εύρισζομεν*  
ευκόλως τάς τιμάς τών προηγουμένων υπολοίπων και τέλος τάς 
τών δεδομένων γραμμών διά τών οποίων προσδιορίζομεν τον άρι- 
Ομητιζόν λόγον των ή τον λόγον των έζφραζόμενον δι αριθμών.

Έάν, π. χ. ευρωμεν, ότι ΗΒ περιέχετάι ακριβώς δις εις ΖΔ, 
ΒΗ θέλει εΐναι τό κοινόν μέτρον τών δεδομένων γραμμών. Εστω 
ΒΗ=1, θέλομεν έχει ΖΔ—2*  άλλά ΕΒ περιέχει μίαν φοράν ΖΔ 
πλέον ΗΒ*  λοιπόν ΕΒζζζ:3. ΓΔ περιέχει μίαν φοράν ΕΒ πλέον ΖΔ*  
λοιπόν ΓΔ=5· τέλος ΑΒ περιέχει δις τήν ΓΔ πλέον ΕΒ’ λοιπόν 
ΑΒ=13*  διά τούτο δ λόγος τών δύο γραμμών ΑΒ, ΓΔ είναι ό 
τού 13 προς 5. Έάν ή ΓΔ έλαμβάνετο ώς μονάς, ή ΑΒ ήθελεν 
είναι1-!, έάν δέη ΑΒ έλαμβάνετο ώς μονάς, ή ΓΔ ήθελεν είναι — .

Σχόλιον. Ή έζτεθεΐσα μέθοδος είναι ή αυτή μέ εκείνην 
τήν όποιαν διδάσκει ή Αριθμητική προς εύρεσιν τού κοινού διαιρέτου 
δύο αριθμών· διά τούτο δέν έχει χρείαν άλλης άποδείξεωςτ

Ενδέχεται ενίοτε ότι όσον και άν έξακολουθήσωμεν τήν εργασίαν, 
νά μή ευρωμεν ποτέ υπόλοιπον, τό όποιον άκριβώς νά περιέχηται. 
εις τό προηγούμενον. Τότε αί δύο γραμμαί δέν έχουν κοινόν μέτρον, 
και λέγονται ασύμμετροι (ίηοοπιηίθηδυΓαΜθδ): εντός ολί­
γου θέλομεν ίδεΐ έν παράδειγμα, εις τό περί τού λόγου τής διαγώ­
νιου προς τήν πλευράν τού τετραγώνου. Τότε λοιπόν δέν-είναι δυ­
νατόν νά ευρωμεν τον ακριβή λόγον δδ άριθμών*  αλλά παραβλέπον- 
τες τό τελευταΐον υπόλοιπον, εύρίσκομεν λόγον μάλλον ή ήττον 
πλησιάζοντα. εις τον αληθινόν,· καθόσον μάλλον ή ήττον έκτείνωμεΆ· 
τήν έργασίαν.

ΠΡΟΒΑΗΜΑ ΙΗ'.
Δεδομένων δύο γωνιών Β καί Α, νά ευρωμεν τό κοινόν μέτρου 

των, έάνέχωσι, καί έκ τούτου τον λόγον των εις αριθμούς, σχ. 91.
’Ας γραφθώσε μέ εσάς ακτίνας τά τόξα ΓΔ, ΕΖ, τά όποια με­

τρούσε ταύτας τάς γωνίας· ακολούθως πράττομεν διά τήν σύγκρι-
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?ιν τών τόξων ΓΔ, ΕΖ,. ώς εις τό προηγούμενων πρόβλημα*  διότι 
τόξον τι δύναται νά ©εοθή έπι άλλου της ιδίας άκτΐνος, καθώς εύθεΐα 
επί ευθείας. Ούτω θέλομεν φθάσει εις τό κοινόν μέτρον τών τόξων 
ΓΔ, ΕΖ, έάν έχωσι, και εις τον αριθμητικόν των λόγον. Ό λόγος 
ούτος θέλει είναι ό αυτός μέ τον λόγον τών δεδομένων γωνιών (17, 
2) και έάν ΔΟ ήναι τό κοινόν μέτρον τών τόξων, ΔΑΟ θέλει είναι 
τό τών γωνιών.

Σχόλιον. Δυνάμεθα παρομοίως νά εύρωμεν τήν απόλυτον 
τιμήν γωνίας τίνος, συγκρίνοντες τό μετρούν αυτήν τόξον προς δλην’ 
τήν περιφέρειαν : έάν π. χ. τό τόξον ΓΔ ήναι προς τήν περιφέρειαν 
ώς 3 προς 25, ή γωνία Α. θέλει είναι τά τεσσάρων ορθών, ή τά 
Η της ορθής. ,

Ενδέχεται νά συμβή ώστε τά συγκρινόμενα τόξα νά μή έχουν 
κοινόν μέτρον*  τότε δέ διά τάς γωνίας θέλομεν έχει λόγους-περισ­
σότερον ή δλιγώτερον πλησιάζοντας εις τον αληθινόν, καθόσον έκτεί- 
νωμεν τήν έργασίαν περισσότερον ή δλιγώτερον.

ΒΙΒΛΙΟ» Γ'.

Λ1ΑΝΑΛΟΓΙΑ! ΤΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ.
Όρίσμοι.·

Ά'. Καλώ σ χ ή μ α τ α ί σ ο ο ύ ν α μ α εκείνα τών οποίων αΒ 
έπισάνειαι είναι ισαι.

Δύο σχήματα ήμποροΰν νά ήναι ισοδύναμα, αν και πολλά ανό­
μοια : κύκλος, π. χ. ήμπορει νά ισοδύναμη μέ τετράγωνον, τρίγω­
νον μέ ορθογώνιον ζ. τ. λ.

Τήν ονομασίαν ίσα σχήματα θέλω αποδίδει εις εκείνα τά 
όποΐα επιτιθέμενα έφαρμόζουσι καθ'όλα των τά σημεία : τοιαύτα 
οέ είναι ουο κύκλοι των οποίων αι ακτίνες είναι ισαι, ουο τρίγωνα 
τών οποίων αί τρεις πλευραι είναι ισαι ή κάθε μία μέ τήν κάθε 
μίαν, κ. τ. λ.

Β. Δύο σχήματα είναι ομοια, όταν έχουν τάς γωνίας ίσας 
τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν και τάς ομολόγους πλευράς 
άναλόγους. Δι ομολόγους πλευράς έννοούμεν έκείνας αίτινες έχουν 
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τήν αυτήν θέσιν εις τά δύο σχήματα, ή πρόσκεινται εις ίσας γωνίας. 
Αύται δέ αί γωνίαι καλούνται ομοίως γωνίαι ομόλογοι.

Δύο σχήματα ίσα είναι πάντοτε-όμοια*  αλλά δύο σχήματα όμοια 
ήμπορούν νά ήναι πολλά άνισα.

Γ'. Εις δύο διαφορετικούς κύκλους, καλούνται τόξα όμοια, 
τομείς όμοιοι, τμήματα όμοια, τά άνταποκρινόμενα εις 
γωνίας εις τό κέντρον ίσας.

Ούτως, ούσης τής γωνίας Α ίσης μέ τήν Ο, τό τόξον ΒΓ είναι 
'όμοιον μέ το τόξον ΔΕ, δ τομέύς ΑΒΓ μέ τον τομέα ΟΔΕ, κ. τ. λ. 
σχ. 92.

Δ'. Τό ύψος τού παραλληλογράμου είναι ή κάθετος ΕΖ ήτις 
μετρέί τήν άπόστασιν τών δύο πλευρών ΑΒ, ΓΔ, λαμβανομένων ώς 
βάσεων, σχ. 93.

Ε·’. Τό ύψος τού τριγώνου είναι ή φερομένη κάθετος ΑΔ έκ τής 
κορυφής μιας γωνίας Α έπι τήν απέναντι πλευράν ΒΓ λαμβανομένην 
ώς βάσιν. σχ. 94.

ΣΤ*.  Ίο ύψος τού τραπεζίου είναι ή φερομένη κάθετος ΕΖ με­
ταξύ τών δύο παραλλήλων πλευρών του ΑΒ, ΓΔ. σχ. 95.

Ζζ. Έ μβαδό ν ή έπιφάνέια σχήματός τίνος είναι σχεδόν λέξεις 
συνώνυμοι. Ή λέξις έμβαδόν σημειόνει μερικώτερον τήν ποσότητα 
τής έπιφανείας τού σχήματος καθ’ όσον μετρεϊται ή συγκρίνεται μέ 
άλλας έπιφανείας.

Σ. Κ. Προς κατάληψιν τού παρόντος βιβλίου καί τών ακολούθων, 
πρέπει δ αναγνώστης νά ένθυμήται καλώς τήν θεωρίαν τών ανα­
λογιών, διά τήν οποίαν παραπέμπεται εις τάς κοινάς πραγματείας 
τής Αριθμητικής καί’Αλγέβρας. Ήμεΐς δέ μόνον μίαν παρατήρησιν 
θέλομεν κάμει, ήτις θέλει χρησιμεύσει διά τήν προσδιόρισιν τής αλη­
θινής έννοιας τών προτάσεων, καί τήν διάλυσιν κάθε δοσκολίας ή ά- 
σαφείας, ήτις ήμπορούσε νά άπαντηθή είτε εις τήν έκφώνησιν, είτε 
εις τάς αποδείξεις τών προτάσεων.

Έάν έχωμεν τήν αναλογίαν Α : Β:: Γ: Δ, γνωστόν είναι ότι τό 
γινόμενον τών άκρων Α X Δ ισούται μέ τό γινόμενον τών μέσων 
ΒΧΓ* ζ

Ή αλήθεια αυτή είναι αναντίρρητος διά τούς αριθμούς*  άλλ’ όχι 
δλιγώτερον υπάρχει δί δποιασδήποτε ποσότητας, φθάνει μόνον νά 
εκφράζονται ή νά τάς έννοώμεν έκφραζομένας δι’ αριθμών*  και 
τούτο πάντοτε δυνάμεθα νά ύποθέσωμέν: έάν, παραδείγματος χάριν, 
Α, Β,Γ, Δ ήναι γραμμαί, ήμποροΰμεν νάέννοήσωμεν ότι μία τούτων 
τών τεσσάρων γραμμών, ή, αν θέλωμεν, πέμπτη άλλη είναι κοινόν 
μέτρον τούτων, και λαμβάνεται ώς μονάς. Τότε έκαστον τών στοι­
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χείων Α, Β, Γ, Δ παριστάνει άριθμόν τινα μονάδων, ακέραιον ή 
κλασματικόν,' συμμετρικόν ή ασύμμετραν, και ή μεταξύ των γραμ­
μών Α, Β, Γ, Δ αναλογία τρέπεται εις αναλογίαν αριθμών.

Τό γινόμενον λοιπόν τών γραμμών Α και Δ, τό όποιον καλείται 
και δ ρ θ ο γ ώ ν ι ό ν των άλλο τι δέν είναι παρά ό αριθμός τών γραμ­
μικών μονάδων (ιιηίίθβ 1ίηάύϊΈ§) τών περιεχομένων εις Α, πολλα- 
πλασιαζόμενος έπί τον αριθμόν τών γραμμικών μονάδων τών περιε­
χομένων εις Β*  και ευκόλως εννοείται, ότι τούτο τό γινόμενον δύνα­
ται και πρέπει νά ήναι ίσον μέ τό προκύπτον κατά τον αυτόν τρόπον 
από τάς γραμμάς Β κ'αί Γ.

Αί ποσότητες Α καί Β ήμπορουν νά ήναι ενός τίνος είοους, παρα­
δείγματος χάριν, γραμμαί, αί δέ ποσότητες Γ καί Δ άλλου διαφο­
ρετικού, παραδείγματος χάριν, έπεφάνειαι. Τότε πρέπει πάντοτε νά 
θεωρώμεν ταύτας τάς ποσότητας ώς αριθμούς*  αί μέν Α καί Β θέλουν 
έκφράζεσθαι διά γραμμικών μονάδων, αί δέ Γ καί Δ διά μονάδων 
επιφάνειας, καί τό γινόμενον Α \ Δ καθώς καί τό ΒΧ Γ θέλουν είναι 
αριθμοί.

’Εν γένεε, εις ολας τάς εργασίας, τάς οποίας θέλομεν έκτελεΐ έπί 
τών αναλογιών, πάντοτε πρέπει νά θεωρώνται οίόροι αυτών ώς τόσοι 
αριθμοί, κατά τό είδος εις τό όποιον έκαστος ανήκει, καί κάμμία 
δυσκολία δέν θέλει απαντάται εις τήν κατανόησιν τών εργασιών 
τούτων καί τών από αύτάς συναγομένων συνεπειών.

Νομίζομεν χρέος μας νά είδοποιήσωμεν προσέτι, ότι πολλαί τών 
αποδείξεων μας θεμελιούνται έπί μερικών κανόνων τής ’Αλγέβρας 
τών άπλουστέρων, οί όποιοι καί αυτοί έπιστηρίζονται επί τών 
γνωστών αξιωμάτων: ούτως έάν εχωμεν Α=Β-4~Γ πολλα- 
πλασιάσωμεν έκαστον μέλος .έπί τήν αυτήν ποσότητα Μ, συνάγο- 
μεν ΑΧΜ=ΒΧΜ+ΓΧΜ· παρομοίως έάν Α=Β-{-Γ καί 
Δ=Ε—Γ, καί προστεθώσιν αί ίσαι ποσότητες, έξαλειφθέν τών-|-Γ 
καί—Γ, συνάγομεν Α—[~Δ=ζζΒ-|-Ε, καί ούτω περί τών άλλων*  
ταύτα είναι οίκοθεν σαφή. ’Αλλά, τυχούσης δυσκολίας, καλόν θέλει 
είναι νά συμβουλεύηταί τις τά βιβλία τής’Αλγέβρας, καί ούτω νά 
μιγνύη .τήν σπουδήν τών δύο τούτων έπιστημών.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.*̂

Θεώρημα.
Τά παραλληλόγραμμα τά ισας βάσεις έχοντα καί ισοϋψή όντα, 

είναι ισοδύναμα.
νΕστω ΑΒ. σχ. 96*  ή κοινή βάσις τών δύο παραλληλογράμμων 

ΑΒΓΔ, ΑΒΕΖ*  επειδή υποτίθενται ισοϋψή, αί άνω βάσεις ΔΓ, ΖΕ, 
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πρέπει νά εύρίσκωνται έπι τής αυτής ευθείας παραλλήλου τής ΑΒ» 
Τώρα έκ τής φύσεως τών παραλληλογράμμων ΑΔ=ΒΓ, καί ΑΖ= 
ΒΕ*  διά τον αύτδν λόγον ΔΓ=ΑΒ, και ΖΕ—ΑΒ*  λοιπδν ΑΓ= 
ΖΕ*  δθεν, έάν άφαιρεθώσι ΔΓ και ΖΕ άπδ τήν αυτήν γραμμήν ΔΕ, 
'τά υπόλοιπα ΙΈ και ΔΖ θέλουν είναι ίσα.

Έκ τούτου επεται, δτι τά τρίγωνα ΔΑΖ, ΓΒΕ, είναι ισό­
πλευρα μεταξύ των, και επομένως ίσα·.

’Αλλ’ έάν έκ του τετραπλεύρου ΑΒΕΔ άφαιρεθή τδ τρίγωνον 
ΑΔΖ, μένει τδ παραλληλόγραμμόν ΑΒΕΖ*  και έάν έκ του αύτου 
τετραπλεύρου ΑΒΕΔ άταιρεθή τδ τρίγωνον ΓΒΕ-, μένει τδ πα­
ραλληλόγραμμόν ΑΒΓΔ*  λοιπδν τά’ούό παραλληλόγραμμα ΑΒ- 
ΓΔ, ΑΒΕΖ, τά τήν αυτήν βάσιν και τδ ίδιον ύψος έχοντα, εί­
ναι ισοδύναμα.

Πόρισμα. Κάθε παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ είναι ισοδύνα­
μον μέ ορθογώνιον ΑΒΕΖ τής αυτής βάσεως και τού ίδιου ύ­
φους. σχ. 97.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Β.
Θεώρημα.

Κάθε τρίγωνον ΑΒΓΟ είναι τδ ή'μισυ τού παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ τής αυτής βάσεως και τού ιδίου ύψους. σχ. 98.

Διότι τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ είναι ίσα (πρ. 28, 1).
Πόρισμα Α. Λοιπδν εν τρίγωνον ΑΒΓ είναι τδ ήμισυ τού 

ορθογωνίου ΒΓΕΖ τής αυτής βάσεως ΒΓ καί τού ίδιου ύψους 
ΑΟ’ διότι τδ ορθογώνιον ΒΓΕΖ ίσοδυναμεΐ μέ τδ παραλληλό­
γραμμον ΑΒΓΔ.

Πόρισμά Β. Ολα τά τρίγωνα τά ίσας 'βάσεις έ'γοντα καί 
ίσουύή όντα είναι ισοδύναμα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ. -φ

Θεώρημα.
Δύο ισούύή ορθογώνια είναι μεταξύ των ώς αί βάσεις των» 
Έστωσαν ΑΒΓΔ, ΑΕΖΔ δύο ορθογώνια τού ίδιου ύψους 

ΑΔ*  λέγω δτι είναι μεταξύ των ώς αί βάσεις των ΑΒ, ΑΕ. 
σχ. 99.

’Ας ύποθέσωμεν κατά πρώτον τάς βάσεις ΑΒ, ΑΕ συμμετρι- 
κάς, και δτι είναι μεταξύ των παραδείγματος γάριν, ώς οί αρι­
θμοί 7 καί 4: έάν ΑΒ διαιρεθή εις 7 ίσα μέρη, ΑΕ θέλει πε­
ριέχει 4 έκ τούτων*  άπδ κάθε στιγμήν διαιρέσεως άς ύψωθή 
κάθετος εις τήν βάσιν, θέλουν σχηματισθή κατ’ αύτδν τον τρό­
πον επτά μερικά ορθογώνια, ίσα. μεταξύ των, ώς εγοντα τήν
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«ύτήν βάσιν καί τδ ίδιον ύψος. Τδ ορθογώνιον ΑΒΓΔ θέλει -πε­
ριέχει επτά μερικά ορθογώνια, έν ω τδ ΑΕΖΔ τέσσερα*  λοιπδν 
τδ ορθογώνιον ΑΒΓΔ είναι πρδς τδ ορθογώνιον ΑΕΖΔ ώς 7 
πρδς 4, ή ώς ΑΒ πρδς ΑΕ. Ό αύτδς συλλογισμός δυνατοί νά 
έφαρμοσθή έπί παντός άλλου λόγου διαφορετικού άπδ τδν τού 7 πρδς 
4*  λοιπδν οποιοσδήποτε και άν ήναι δ λόγος ούτος, φθάνει νά ήναι 
•συμμετρικός, θέλομεν έχει

ΑΒΓΔ: ΑΕΖΔ:: ΑΒ: ΑΕ.
’Ας ύποθέσωμεν, δεύτερον, οτι αί βάσεις^ΑΒ, ΑΕ εϊναι ασύμ­

μετροι μεταξύ των λέγω οτι άκδμη θέλομεν έχει· σχ. 100*
ΑΒΓΔ: ΑΕΖΔ:: ΑΒ: ΑΕ.

Διότι έάν ή αναλογία αύτη δεν ήναι αληθής, των τριών πρώτων 
ορών μενόντων των αυτών, δ τέταρτος θέλει είναι μεγαλήτερος ή μι­
κρότερος άπδ ΑΕ. ’Άς τδν ύποθέσωμεν, μεγάλήτερον, καί οτι έχομεν, 

ΑΒΓΔ: ΑΕΖΔ:: ΑΒ: ΑΟ.
Άς διαιρεθή ή- ΑΒ εις μέρη ίσα μικρότερα άπδ ΕΟ, τουλά­

χιστον θέλει υπάρχει έν σημεΐον διαιρέσεως 1 μεταξύ Ε καί Ο 
έκ του σημείου τούτου άς ύψωθή έπί τής ΑΙ ή κάθετος ΙΚ αί 
βάσεις ' ΑΒ, ΑΙ, θέλουν είναι συμμετρικά: πρδς άλλήλας, καί 
κατά τά άπδδειχθέντα θέλομεν έχει,

ΑΒΓΔ: ΑΙΚ'Δ: : ΑΒ: ΑΙ.
^άλλ’ έξ ύποθέσεως ΑΒΓΔ: ΑΕΖΔ:: ΑΒ : ΑΟ.

, Εις τάς δύο ταύτας αναλογίας οί ηγούμενοι είναι ίσοι*  λοιπδν 
οί επόμενοι σγημ^ζτίζουν αναλογίαν, καί ,συνάγομεν*

ΑΙΚΔ: ΑΕΖΔ:: ΑΙ: ΑΟ.
Αλλά ΑΟ είναι μείζων ΑΙ*  έπρεπε λοιπδν διά νά ύπάρχη 

ή τοιαύτη άναλογία τδ ορθογώνιον ΑΕΖΔ νά ήναι μεΐζον τού 
ΑΙΚ Δ*  άλλ’ έξ εναντίας είναι μικρότερον*  λοιπδν ή άναλογία είναι αδύ­
νατος. Τδ δρθογοόνιδν άρα ΑΒΓΔ δέν δύναται νάήναι πρδς τδ ΑΕΖΔ 
ώς ΑΒ πρδς γραμμήν μείζονα τής ΑΕ.

Δι’ δμοίου συλλογισμού ήθέλαμεν αποδείξει, οτι δ τέταρτος 
δρος τής αναλογίας δέν ήμπορεϊ νά ήναι έλάσσων τής ΑΕ*-  λοι­
πόν είναι ίσος μέ ΑΕ.

"Οποιοσδήποτε άρα καί άν ήναι δ λόγος τών βάσεων, δύο ορθογώ­
νια ισοϋψή ΑΒΓΔ, ΑΕΖΔ, είναι μεταξύ των ώς αί βάσεις των ΑΒ,’ΑΕ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ". ή- 
Θεώρημα.

Δύο δποιαδήποτε δοθογώνια ΑΒΓΔ, ΑΕΗΖ είναι μεταξύ των
4



5,0
ώς τά γινόμενα τών βάσεων πολυπλασίαζομένων επί τά υψη, 
εις τρόπον ώστε ΑΒΓΔ: ΑΕΗΖ:: ΑΒχΑΔ: ΑΕΧΑΖ. σχ. 101. - _ 

’Α©’ ου τά δυο ορθογώνια διαταχΘώσιν εις τρόπον ώστε αί 
γωνίαι εις Α νά ^'ναι ζατακορυρήν, "ας προεζβληδώσιν αί πλευ- 
ραί ΗΕ, ΓΔ, έως ού νά συναπαντιθώσιν εις Θ. Τά δυο ορθο­
γώνια ΑΒΓΔ, ΑΕΘΔ, έχουν τό ίδιον ύψος ΑΔ*  είναι λοιπόν 
πρός άλληλα ώς αί βάσεις των ΑΒ, ΑΕ: ωσαύτως, τά δύο 
ορθογώνια ΑΕΘΔ, ΑΕΗΖ, έχουν τό αυτό ύψος ΑΕ, είναι λοι­
πόν πρός άλληλα ώς αί βάσεις των ΑΔ, ΑΖ: ούτω θέλομεν έ­
χει τάς δύο αναλογίας.

ΑΒΓΔ: ΑΕΘΔ:: ΑΒ: ΑΕ
ΑΕΘΔ: ΑΕΗΖ:: ΑΔ: ΑΖ

Πολυπλασιάζοντες δέ τάς δύο ταύτας αναλογίας κατά τάξιν, 
καί παρατηρούντες, δτι δ μέσος δρος ΑΕΘΔ ώς κοινός παράγων 
τού ηγουμένου καί έπομένου ήμπορεΐνά έξαλειφθή καί θέλομεν έχει, 

ΑΒΓΔ: ΑΕΗΖ:: ΑΒΧΑΔ: ΑΕχΑΖ.
Σχόλιον. Τϊμπορουμεν λοιπόν νά λάβωμεν διά μέτρον ορθο­

γωνίου 5ΐνδς τό γινόμενον της βάσεώς του έπι τδ ύψος του 
φθάνει μόνον διά τούτου τού γινομένου νά έννοώμεν τό γινόμενον δύο 
άοιθμών, οίτινες είναι δ αριθμός τών περιεχομένων γραμμικών 
μονάδων' εις τήν βάσιν, και δ αριθμός τών περιεχομένων γραμ­
μικών μονάδων εις τό ύψος.

Τό μέτοον δμως τούτο δεν είναι απόλυτον, αλλά σχετικόν*  
προϋποθέτει τήν έκτίμησιν άλλου ορθογωνίου διά τής καταμετρή- 
σεως τών πλευρών του μέ τήν αυτήν γραμμήν μονάδα*  κατ*  
αυτόν τον τρόπον: προσδιοοίζεται έτερον γινόμενον, ό δέ λόγος 
τών δύο γινομένων θέλει είναι ίσος μέ τον τών ορθογωνίων, κα­
τά τήν άποδειχθέϊσαν πρότασιν.

Έάν παραδείγματος χάριν ή βάσις τού ορθογωνίου Α ήναι 
•τριών, μονάδων και τό ύώος του δέκα, τό ορθογώνιον θέλει πα­
ρασταθή διά τού αριθμού 3Χ 10 ή 30. Άλλ’ αυτός δ αριθμός 
ούτω μεμονωμένος δέν συμαίνει τίποτε*  έάν δμως έχομεν καί έτε­
ρον ορθογώνιον Β, ή βάσις τού οποίου νά ήναι δώδεκα μονάδων, 
καί τό ύψος έπτά, τούτο θέλει παρασταθή διά τού αριθμού 7χ 
3 2,. ή 84: εντεύθεν" θέλομεν συμπεράνει. δτι τά δύο ορθογώνια 
Λ και Β είναι πρός άλληλα ώς 30 πρός 84. Έάν λοιπόν έκ . 
συνθήκης έλαμβάναμεν τό ορθογώνιον Α διά τήν μονάδα τού μέ­
τρου εις τάς επιφάνειας, τό ορθογώνιον Β ήθελεν έχει τότε διά μέτρον 
απόλυτον τουτέστιν ήθελεν είναι ίσον μέ μονάδος επιφάνειας.
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Κοίνότερον δέ και άπλούστερον είναι νά λαμβάνηται ώς μο- 

νάς έπιφανείας τδ τετράγωνον, καί εκλέγεται τδ τετράγωνον του 
δποίου πλευρά είναι ή μονάς του μήκους*  τότε τδ μετρον τδ ό­
ποιον απλώς έθεωοήσαμεν ως σχετικόν, γίνεται απόλυτον: δ α­
ριθμός, παραδείγματος χάριν, 30 διά του δποίου έμετρήσαμεν 

. τδ ορθογώνιον Α, παριστάνει 30 μονάδας έπιφανείας, ή 30 τε­
τράγωνα, ή πλευρά τφν οποίων είναι ή μονάς: τούτο γίνεται 
έπαισθητόν διά του σχ. 102.

Συχνάκις εις τήν γεωμετρίαν συγχέεται τδ γινόμενον δύο 
γραμμών μέ τδ ορθογώνιόν των, και ή έκφρασίς αυτή με- 
τέβη και εις τήν Αριθμητικήν σημαίνουσα τδ γινόμενον δύο άνί- 
σων αριθμών, καθώς ή του τετραγώνου πρδς παράστασιν του 
γινομένου αριθμού τίνος έρ’ έαυτόν.

Τά τετράγωνα τών αριθμών 1, 2, 3. κ. τ. λ. είναι 1, 4, 9, 
κ. τ. λ. Ούτω βλέπομεν ότι τδ κατασκευαζόμενον τετράγωνον έπι 
γραμμής διπλάσιάς είναι' τετραπλάσιον, , επί τριπλάσιας, έννεα- 
πλάσιον,·καΙ εφεξής. σχ. 103.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ Ε'.

Θεώρημα.
Τδ εμβαδόν δποιουδήποτε παραλληλογράμμου εϊναι ίσον μέ τδ 

γινόμενον τής βάσεως έπι του ύψους του.
Διότι τδ παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ εϊναι ισοδύναμον μέ τδ 

ορθογώνιον ΑΒΕΖ, τδ έχον τήν αυτήν βάσιν ΑΒ καί τδ ίδιον ύψοςΒΕ 
(προ. 1)· άλλά τούτο έχει διά μετρον ΑΒχΒΕ (προ. 4)· λοιπδν ΑΒ 
ΧΒΕ ίσούται μέ τδ εμβαδόν τού παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. σχ. 97.

Πόρισμα. Τά παραλληλόγραμμα τά έχοντα τήν αυτήν βά- 
σιν είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των, και τά παραλληλόγραμ- 
μα τα εχοντα το ίδιον ύψος είναι μεταςυ των ως αι ρασεις των 
διότι, έάν Α, Β, Γ παριστάνωσιν δποιασδήποτε ποσότητας, έγομεν 
ένγένειΑχΓ: ΒχΓ:: Α :Β.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΤ'.

Θεώρημα.
Τό έμβαδόν παντός τριγώνου ίσούται μέ τό γινόμενον τής 

βάσεώς του έπι τό ήμισυ τού ύψους του.
Διότι τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι τδ ήμισυ τού παραλληλόγραμ­

μου ΑΒΓΕ, τό όποιον έχει τήν αυτήν βάσιν ΒΓ και τό ίδιον 
ύψος ΑΔ (προ. 2)· άλλά ή έπιφάνεια τού παραλληλογράμμου 
= ΒΓχΑΔ·(πρό. 5)· λοιπόν ή τού τριγώνου ΒΓΧΑΔ ή 
ΒΓΧ νΑΔ. σγ. 104. . .

4*
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Πόρισμα. Αύο τρίγωνα ισοϋψή είναι προς άλληλα ώς α< 

βάσεις των, καί δύο τρίγωνα τήν αυτήν βάσιν [έχοντα είχαι με­
ταξύ των ώς τά υύη των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ζ'.

Θεώρημα..
Το εμβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓΔ είνα*  ίσον μέ τδ ύψος του 

ΕΖ, πολυπλασιασΟέν έπί τδ ήμιάθροισμα τών παραλλήλων βά­
σεων, ΒΒ, ΓΔ. σχ. 105.

?Εζ τής στιγμής I, μέσου τής πλευράς ΓΒ, άς άχθη ήΚ.Ά 
παράλληλος τής απέναντι πλευράς ΑΔ, και άς προεζβληθή ΔΓ 
έως ου νά συναπαντήση τήν Κ'Α.

Είς τά τρίγωνα ΙΒΛ, 1ΓΚ, έχομεν τήν πλευράν ΙΒ=ΙΓ έζ 
τής κατασκευής, τήν γωνίαν ΑΙΒ=ΠΚ', και τήν ΙΒΑ=ΙΓΚ , 
επειδή ΓΚ/ και ΒΑ είναι παράλληλοι (προ. 24, 1)· λοιπδν τά 
τρίγωνα ταυτα είναι ίσα (πρ. 7, 1)· τδ τραπέζιον άρα ΑΒΓΔ 
ίσοδυναμεΐ μέ τδ παραλληλόγραμμον ΑΔΚ Α, και έχει διά μή­
τραν ΕΖ X ΑΑ,. ν

’Αλλ’ έχομεν ΑΛ=ΔΚ, και διά τήν ισότητα του τριγώνου 
ΙΒΑ μέ τδ ΚΓΙ, ή πλευρά ΒΑ==ΓΚ? λοιπόν ΑΒ-4~ΓΔ=ΑΑ 
Η-ΔΚ^ 2ΑΛ, και ούτως ΑΑ είναι τδ ήμιάθροισμα τών βάσεων 
ΑΒ, ΓΔ· λοιπόν τέλος τό εμβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓΔ είναι 
Ισον μέ τό ΰψος ΕΖ πολυπλασιασθέν έπϊ τό ήμιάθροισμα τών 
βάσεων ΑΒ, ΓΔ, ή ΑΒΓΔ=ΕΖΧ(^±^)·

Σχόλιον. Έάν από τήν στιγμήν I, μέσον τής ΒΓ, άχθη ή ΙΟ, 
παράλληλος τής βάσεως ΑΒ, ή στιγμή Θ θέλει είναι παρομοίως 
τό μέσον τής ΑΔ- διότι τό σχήμα ΑΘΙΑ είναι παραλληλόγραμ­
μον, ζαθώς και τό ΔΘΙΚ’, ώς έχοντα τάς απέναντι πλευράς 
παραλλήλους: έχομεν λοιπόν ΑΘ —ΙΑ και ΔΘ = ΙΚ'· αλλά 
ΙΑ = ΙΚ, διά τήν ισότητα τών δύο τριγώνων ΒΙΑ, ΠΚ, λοι­
πόν ΑΘ=ΔΘ.

Παρατηροΰμεν ότι ή γραμμή ΟΙ—ΑΑ— ΑΒ~*~ ΓΑ- λοιπόν τό 
εμβαδόν του τραπεζίου ήμπορεΐ νά έζσρασθή ομοίως διά 
ΕΖΧΘΙ: έπομένως ίσοΰται μέ τό ύψος του τραπεζίου πολυπλα- 
σιασθέν έπί τήν γραμμήν ή'τις ένόνει τά μέσα τών μή παραλ­
λήλων πλευρών.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Η'.
Θεώρημα.

Έάν γραμμή τις ΑΓ διαΊρεθί) είς δύο μέρη ΑΒ, ΒΓ, τδ ζα-
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τασχευαζομενον τετράγωνον έπι της δλης ΑΓ Θέλει περιέχει το 
χατασκευαζομενον τετράγωνον επί του μέρους ΑΒ, πλέον τά 
χατασκευαζομενον έπι το5 άλλου μέρους ΒΓ, πλέον δίς τδ ορ­
θογώνιον τδ περιεγδμενον ύπδ τών δυο μερών ΑΒ, ΒΓ: τούτο 

δέ εκφράζεται ούτως, ΑΓ ή (ΑΒ4“ΒΓ)ς=ΑΒ4-ΒΓ-4~2ΑΒΧ 
ΒΓ. σχ. 106.

Άς κατασκευασθή τδ τετράγωνον ΑΓΔΕ, άς ληφθή ΑΖ=ζ 
ΑΒ, και άς άχθη ΖΗ παράλληλος τής ΑΓ, και ΒΘ τής ΑΕ.

Δι’ αυτής τής κατασκευής τδ τετράγωνον ΑΒΓΔ διαιρείται 
.εις τέσσαρα μέρη: τδ μέν πρώτον ΑΒΙΖ είναι τδ κατασκευαζο- 
μενον τετράγωνον έπι τής ΑΒ, επειδή έλήφθη ΑΖ=ΑΒ: το δέ 
δεύτεοον ΙΗΔΘ είναι τδ χατασκευαζομενον τετράγωνον έπι τής 
ΒΓ*  διότι επειδή ΑΓ=ΑΕ, και ΑΒ=ΑΖ, ή διαφορά ΑΓ—ΑΒ 
.είναι ίση μέ τήν διαφοράν ΑΕ-—ΑΖ, οθεν έπεται, οτι ΒΓ=ΕΖ*  
άλλ’ έξ αίτιας τών παραλλήλων, ΙΗ=ΒΓ, και ΔΙΙ—ΕΖ*  λοι­
πόν Θ1ΗΔ ίσοΰται μέ τδ τετράγωνον τής ΒΓ. Τά δυο ταΰτα 
μέρη άφαιρεθέντα άπδ τδ ολον τετράγωνον άφίνουσιν υπόλοιπα 
τά δύο ορθογώνια ΒΓΗΙ, ΕΖΙΘ, έκαστον τών οποίων έχει διά 
μέτρον ΑΒχΒΓ. Αοιπδν τδ κατασκευαζο'μενον τετράγωνον έπι 
τής ΑΓ, κ. τ. λ.

Σχδλιον. Ή πρδτασις αυτή είναι ή αυτή μέ τήν εις τήν 
Αλγεβραν άποδεικνυομένην διά τδν σχηματισμδν του τετραγώ­

νου του δυωνύμου, και ή οποία εκφράζεται ούτως: (α-4~*β)=α  
2

4“2αβ+β.
ΠΡΟΤΑΣΙΣ Θ'.

* Θεώρημα.
Έάν ή γραμμή ΑΓ ήναι ή διαφορά δύο άλλων ΑΒ, ΒΓ, τδ 

χατασκευαζομενον τετράγωνον έπι τής ΑΓ θέλει περιέχει τδ τε­
τράγωνον τής ΑΒ, πλέον τδ τετράγωνον τής ΒΓ, μεΐδν δίς τδ 
Ορθογώνιον τδ κατασκευαζομενον έπι τής ΑΒ και ΒΓ*  τουτέστιν 
—2 2—2—2
ΑΓ ή (ΑΒ—ΒΓ)=ζ:ΑΒ+ΒΓ—2ΑΒΧΒΓ. σχ. 107.

Άς κατασκευασθή τδ τετράγωνον ΑΒΙΖ,'άς ληφθή ΑΕπζζΑΓ, 
άς άχθη ΓΗ παράλληλος τής ΒΙ, και ΘΚ' τής ΑΒ, καί άς 
■συμπληρωθή τδ τετράγωνον ΕΖΑΚ.

Έκαστον τών δύο ορθογωνίων ΓΒΙΗ, ΗΑΚ'Δ έχει διά μέτρον 
ΑΒΧΒΓ: έάν δέ άφαιρεθώσιν άπδ τδ ολον σχήμα ΑΒΙΑΚΈΑ, τοί
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— 2—2

οποίου ή τιμή (&αι ΑΒ-^ΒΓ, φανερόν, δτι μένει τδ τετράγω­
νον ΑΓΔΕ, λοιπδν χ. τ. λ.

Σχόλιον. Ή προτασις αυτή συμφωνεί μέ τον τύπον τής Αλ- 
2 2 2

γέβρας (α—β^=α—|-β— 2αβ'.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.
Θεώρημα.

Τδ κατασχευαζόμενον Ορθογώνιον έπ'ι τού αθροίσματος και τής 
διαφοράς δύο γραμμών, ίσούται μέ τήν διαφοράν τών τετραγώνων 

τών ίδιων: δηλαδή ( ΑΒ+ΒΓ) X (ΑΒ — ΒΓ) — ΑΒ — ΒΓ. 
σχ. 108.

’Ας χατασκευασθώσιν έπι τών ΑΒ, ΑΓ ΐά τετοάγωνα ΑΒΙΖ, 
ΑΓΔΕ· άς προεκβληθή ή ΑΒ ποσο'τητα τινά ΒΚ—ΒΓ, ζαΐ άς 
συμπληρωθή τδ ορθογώνιον ΑΚΛΕ.

'Η μέν βάσις Ακ του Ορθογωνίου είναι τδ άθροισμα τών δυο 
γραμμών ΑΒ, ΒΓ, τδ δέ ύψος του ΑΕ είναι ή διαφορά τών ίδιων*  
λοιπδν τδ ορθογώνιον ΑΚΆΕ=(ΑΒ-}~ΒΓ) (ΑΒ—ΒΓ). Άλλα τδ 
αύτδ Ορθογώνιον σύγχειται άπδ τά δυο μέρη ΑΒΘΕ-|"ΒΘΛΚ * τδ 
δέ μέρος ΒΘΑΚ'*  ίσουται μέ τδ Ορθογώνιον ΕΔΗΖ, διότι ΒΘ=ΔΕ 
καί ΒΚ =ΕΖ· λοιπδν ΑΚ'ΑΕ=ΑΒΘΕ+ΕΔΗΖ.

Αλλά τά δύο ταύτα μέρη σχηματίζουν -τδ τετράγωνον ΑΒίΖ, 
μεΐον τδ τετράγωνον ΔΘΙΗ, τδ οποίον είναι τδ τετράγωνον της ΒΓ.

Α’ρα (ΑΒ+ΒΓ) X (ΑΒ—ΒΓ)=ΑΒ—ΒΓ.
Σχόλιον. Ή προτασις αυτή αντιστοιχεί εις τον τύπον της Αλ­

γεβρας (α+β) (α—β)=α·—β.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΆ ^
Γ ' *Θεώρημα.

Τδ κατασχευαζόμενον τετράγωνον έπι της υποτεενο^ης ορθο­
γωνίου τινδς τριγώνου ίσουται μέτδ άθροισμα τών τετραγώνων τών 
χατασχευαζομένων έπι τών άλλων δύο πλευρών.

Έστω τρίγωνον τδ ΑΒΓ ορθογώνιον εις Α. Μετά τήν κατασκευήν 
τών τετραγώνων έπι τών τριών πλευρών, άς κατεβασθή άπδ τήν ορ­
θήν γωνίαν έπ'ι τήν υποτείνουσαν ή κάθετος ΑΔ, ήτις άς προεκβληθή 
έως εις τδ Ε*  άς έπιζευχθώσιν δ’έπειτα αι διαγώνιοι ΑΖ,ΓΘ- 
©χ. 109.
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Ή γωνία ΑΒΖ σύγκειται άπο τήν ΑΒΓ και τήν ορθήν ΓΒΖ 
ή δέ γωνία ΓΒΘ σύγκειται άπο τήν αυτήν γωνίαν ΑΒΓ καί τήν ορ­
δήν ΑΒΘ*  λοιπδν ή γωνία ΑΒΖ—ΘΒΓ. Αλλά ΑΒζζζΒΘ ώς πλευ­
ρά! του ίδιου τετραγώνου, κα! ΒΖ=ΒΓ διά τον αυτόν λδγον’ λοιπδν 
τά τρίγωνα ΑΒΖ, ΘΒΓ, έχουν μίαν γωνίαν ίσην περιεχομένην 
μεταξύ πλευρών ίσων*  λοιπδν είναι ίσα (πρ 6, 1).

Το τρίγωνον ΑΒΖ είναι τδ.ήμισυ του ορθογωνίου ΒΔΕΖ, (ή διά 
συντομίαν ΒΕ) το οποίον έχει τήν αυτήν βάσιν ΒΖ και το ίδιον 
ύψος ΒΔ (πρ. 2). Τδ τρίγωνον ΘΒΓ είναι παρομοίως τδ ήμισυ τού ' 
τετραγώνου ΑΘ*  διότι, επειδή αί γωνίαι ΒΑΓ, ΒΑΔ είναί δρθαι, αί 
εύθεΐαι ΑΓ και ΑΑ. μίαν μονήν σχηματίζουσιν ευθείαν παράλλη­
λον τής ΘΒ*  λοιπδν τδ τρίγωνον ΘΒΓ και τδ τετράγωνον ΑΘ, 
έκτδς τής κοινής βάσεως ΒΘ, έχουν και τδ αύτδ ύψος ΑΒ*  τδ τρί­
γωνον άρα είναι τδ ήμισυ τού τετραγώνου.
* ’Απεδείξαμεν ήδη δτι τδ τρίγωνον ΑΒΖ είναι ίσον μέ τδ ΘΒΓ*  
λοιπδν τδ ορθογώνιον ΒΔΕΖ διπλάσιαν τού τριγώνου ΑΒΖ, ίσο^υνα- 
μέι μέ τδ τετράγωνον ΑΘ διπλάσιον τού τριγώνου ΘΒΓ. Κατά τδν 
αύτδν τρδπον άποδεικνύομεν, δτι τδ. ορθογώνιον ΓΔΕΗ είναι ισο­
δύναμον μέ τδ τετράγωνον ΑΙ*  αλλά τά δύο ορθογώνια ΒΔΕΖ, 
ΓΔΕΗ, ομού λαμβανδμενα, αποτελούν τδ τετράγωνον ΒΓΗΖ: 
λοιπδν τδ τετράγωνον ΒΓΗΖ, τδ έπι τής ύποτεινούσης κατασκευα- 
ζδμενον ίσούται μέ.τδ άθροισμα τών τετραγώνων ΑΒΘΑ, ΑΓΙΚ 
τών κατασκευαζομένων έπι τών δύο άλλων πλευρών*  ή μέ άλλους

— 2 —2 —2 '

δρους, ΒΓ=ΑΒ-4-ΑΓ.
Πδ ρ ι σ μ α ΑΖ. Λοιπδν τδ-τετράγωνον μιας τών πλευρών τής ορ­

θής γωνίας- ίσούται μέ τδ τετράγωνον τής ύποτεινούσης μέϊον τδ 
τετράγωνον- τής άλλης πλευράς, τδ οποίον εκφράζεται ούτως:

—2 —2 —2
ΑΒ=ΒΓ—ΑΓ.

Πόρισμα Βλ ’Έστω ΑΒΓΔ τετράγωνον τι,> ΒΓ ή διαγώ­
νιος του* τδ τρίγωνον ΑΒΓ ώς ορθογώνιον και ισοσκελές δίδει 
—2 —2 —2 —2
ΑΓ=ΑΒ-{-ΒΓ= 2ΑΒ* λοιπδν τδ τετράγωνον τής διαγώ­
νιου ΑΓ είναι διπλάσιον το’ΰ τετραγώνου τής πλευράς 
ΑΒ* σχ. 118. ' ,

ΊΕΙ ίδιδτης αύτη κατασταίνεται έπαισθητή, ·έάν· έκτων σημείων Α- 
και Γ άχθώσι παράλληλοι τήςΒΔ, και έκ τών-σημείων Β και Δ πα­
ράλληλοι τής ΑΓ: κατ’αύτδν τδν τρδπον σχηματίζεται νέον τε­
τράγωνον τδ ΕΖΙΓΘ ίσον μέ τδ τής ΑΓ. Τώρα βλέπομεν δτιΕΖΗΘ 
περιέχει οκτώ τρίγωνα ίσα μέ ΑΒΕ, και ΑΒΓΔ περιεχει απο-
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αυτά τέσσαρα*  άρα τδ τετράγωνον ΕΖΗΘ είναι διπλάσιαν τού ΑΒΓΑ. 

~2 —2
Επειδή ΑΓ: ΑΒ:: 2 : 1, έχομεν, έξάγοντες τήν τετραγωνικήν 

ρίζαν, ΑΓ: ΑΒ :: 2: Γ λοιπδν ή διαγώνιος έ ν δ ς τετρα­
γώνου είναι ασύμμετρος μέ τήνπλευράν του.

Τούτο θέλομεν αναπτύξει περισσότερόν εις άλλην ευκαιρίαν.
Πόρισμα Γ. ’Απεδείχθη δτι τδ τετράγωνον ΑΘ ισοδύναμες 

μέτδ ορθογώνιόν ΒΔΕΖ*  τώρα δέ, έξ αιτίας τού κοινού ύψους ΒΖ, 
τδ τετράγωνον ΒΓΗΖ είναι πρδς τδ ορθογώνιον ΒΔΕΖ ώς ή βάσις 

—2 —2
ΒΓ πρδςτήν βάσιν ΒΔ*  λοιπδν, ΒΓ: ΑΒ:: ΒΓ: ΒΔ.

Όθεν τδ τετράγωνον τής ύποτεινούσης είναι πρδς 
το τετράγωνον μ^άς τών πλευρών τής ορθής γω­
νίας ώς ή υποτείνουσα πρδς τδ προσκείμενον είς 
ταύτην τήν πλευράν τ μ ή μ α.

Έδώ δνομάζομεν τμήμα τδ μέρος τής ύποτεινούσης, τδ δποϊο^ 
προσδιορίζεται άπδ τήν κάθετον ή'τις καταιβάζεται άπδ τήν ορ­
θήν γωνίαν. Ούτω ΒΔ είναι τδ προσκείμενον τμήμα είς τήν πλευράν 
ΑΒ, και ΔΓ τδ προσκείμενον τμήμα είς τήν πλευράν ΑΓ. Πα- 

—2 —2
ρομοίως ΒΓ: ΑΓ:: ΒΓ: ΓΔ.

Πόρισμα. Δ'. Τά ορθογώνια ΒΔΕΖ, ΔΓΗΕ τά έχοντα τδ 
αύτδ ύψος είναι ποδς άλληλα ώς αί βάσεις τών ΒΔ, ΓΔ. Άλ- 

—2 —2
λά τά Ορθογώνια ταύτα ίσοδυναμούσι μέ τά τετράγωνα ΑΒ, ΑΓ άρα 

—2 —2
ΑΒ: ΑΓ::ΒΔ:ΔΓ.

Λοιπδν τά τετράγωνα τών δύο πλευρών τής ορθής 
γωνίας είναι πρδς άλληλα ώς τά προσκείμενα είς 
ταύτας τάς πλευράς τμήματα τής ύποτεινούσης.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ'.

Θεώρημα.
Έάν είς τδ τρίγωνον ΑΒΓ ή γωνία Γ ήναι δξεΐα, τδ τετράγωνον 

τής απέναντι πλευράς θέλει είναι μικρότερον τού άθροίσματος τών 
τετραγώνων τών πλευρών, αίτινες περιέχουσι τήν γωνίαν Γ’ και 
έάν καταιβασθή ή κάθετος ΑΒ έπι τήν ΒΓ, ή διαφορά θέλει ίσούται 
μέ τδ διπλάσιον τού ορθογωνίου ΒΓΧ'ΓΔ· είς τρόπον ώστε, σχ. 110.

—2 —2 —2
ΑΒ = ΑΓ+ΒΓ — 2ΒΓΧΓΔ.

Δύο περιστάσεις ύπάρχουσι. 1.τη Έάν ή κάθετος πέση έντδς τού 
τριγώνου ΑΒΓ,θέλομεν έχει ΒΔ=ΒΓ—ΓΔ, καί έπομένως (προ. 9)
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ΒΔ = ΒΓ-4~ΓΔ— 2ΒΓΧΓΔ· προσθέτοντες δέ καί είς τά δύο
—2

μέρη ΑΔ, και παρατηροΰντες οτι τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ,

δίδουν ΑΔ-|-ΒΔ=ΑΒ και ΑΔ-|-ΔΓ = ΑΓ, συνάγομεν ΑΒ—
—2 —2
ΒΓ4-ΑΓ—2ΒΓΧΓΔ

2.α Έάν δέ ή κάθετος ΑΔπέσηέκτδς του τριγώνου ΑΒΓ,^θέ-

λομεν έχει ΒΔ —ΓΔ—ΒΓ, επομένως (πρό. 9) ΒΔ==ΓΔ-1-ΒΓ—

2ΓΔΧΒΓ. προσθέτοντες δέ και εις τά δυο μέρη ΑΔ, συνάγομεν
_2' —2 —2

παρομοίως ΑΒ = ΒΓ-|-ΑΓ —· 2ΒΓΧΓΔ.
ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΈ.

Θεώρημα.
Έάν είς τδ τρίγωνον ΑΒΓ ή γωνία Γ ηναι αμβλεία, τδ τετρά­

γωνον τής απέναντι πλευράς ΑΒ θέλει είναι μεγαλήτερον του αθροί­
σματος τών τετραγώνων τών πλευρών, αίτινες περιέχουσι τήν γω­
νίαν Γ, και έάν καταιβασθή ή ΑΔ κάθετος έπι τήν ΒΓ, ή διαφορά θέλει '. ——·-
είναι ίση μέτδ διπλάσιον του ορθογωνίου ΒΓΧΓΔ, είς τροπον ώστε,

ΑΒ = ΑΓ+ΒΓ + 2ΒΓΧΓΔ.
Ή κάθετος δεν είναι δυνατόν νά πέση έντδς του τριγώνου*  

διότι έάν ίπιπτε, π. χ. εις Ε, τδ τρίγωνον ΑΓΕ ήθελεν έχει έν- 
ταύτώ τήν ορθήν γωνίαν Ε και τήν άμβλεϊαν Γ, δπερ άδύνατον (19, 
1)· πίπτει λοιπδν έκτδς, και έχομεν ΒΔ—ΒΓ-|-ΓΔ. Έκ τούτου

—2 —2 —2
δέ έπεται (προ. 8)· ΒΔ = ΒΓ+ΓΔ+ 2ΒΓΧΓΔ. Προσθέτοντες

δέ και εις τά δύο μέρη ΑΔ και κάμνοντες πάς άναγωγάς ώς είς τδ

προλαβδν θεώρημα, εύρίσκομεν ΑΒ ==ΒΓ—]—ΑΙ -4~ 2ΒΓΧΓΔ.
Σγ όλ ιον. Τδ ορθογώνιον τρίγωνον είναι τδ μόνον είς τδ δποΐον 

τδ άθροισμα τών τετραγώνων δύο πλευρών είναι ίσον με το τετρά­
γωνον τής τρίτης*  διότι έάν ή ύπδ τών πλευρών τούτων περιεχο- 
μένη ήναι δξεΐα, τδ άθροισμα τών τετραγώνων των θελει είναι 
μεγαλήτερον του τετραγώνου τής άπέναντι πλευράς*  έάν δέ αμ­
βλεία μικοότερδν. ’

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ\
Θεώρημα.

Είς δποιονδήποτε τρίγωνον ΑΒΓ, έάν άπδ τήν κορυφήν είς τδ

Α
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μέσον της βάσεως άχθη ή' γραμμή ΑΕ, λέγω οτι θέλομεν έγεί
—2 —2 _ 2 * * _ 2
ΑΒ+-ΑΓ=2ΑΕ+ 2ΒΕ. σχ/112.

Άς καταιβασθή ή κάθετος ΑΔ έπί τήν βάσιν ΒΓ*  τδ τρίγωνοί

ΑΕΓ κατά τοΙΒ' θεώρημα δίδει, ΑΓ=ΑΕ+ΕΓ— 2ΕΓΧΕΔ.
Τδ τρίγωνον ΑΒΕ κατά τδ ΙΓ' Θεώρημα δίδει, 

_ 2 _ 2 _ 2 1
ΑΒ=ΑΕ-ΗΕΒΗ- 2ΕΒΧΕΔ.

Προσθέτοντες λοιπδν. και παρατηρουντες οτι ΕΒ = ΕΓ, συ- 
νάγομεν

—2 —2 —2 —2
ΑΒ +ΑΓ= 2ΑΕ+ 2ΕΒ.

Πόρισμα. Εις κάθε άρα παραλληλόγραμμόν, τδ 
άθροισμα των τετραγώνων των πλευρών ίσουται 
μέ τδ άθροισμα των τετραγώνων των διαγώνιων.

Διότι αί διαγώνιοι ΑΓ, ΒΔ, τέμνονται άμοιβαίως εις δυο ίσα 
με'ρη εις τήν στιγμήν Ε (προ. 31, 1). Ουτω τδ τρίγωνον ΑΒΓ 
δίδει, σχ. 113.

—2 —2 —2 —2
ΑΒ+ΒΓ= 2ΑΕ4- 2ΒΕ.

Τδ τρίγωνον ΑΔΓ δίδε: παρομοίως,
—2 —2 —2 —2
ΑΔ+ΔΓ= 2ΑΕ+ 2ΔΕ. ·

Προσθέτοντες δέ μέλος εις μέλος, και παρατηρουντες οτι ΒΕ—- 
ΔΕ, συνάγομεν

—2 —2 —2 —2 —2 —2
ΑΒ4-ΑΔ+ΔΓ + ΒΓ= 4ΑΕ4-4ΔΕ.
—2

Άλλα 4ΑΕ είναι ίσον μέ το τετράγωνον τής ΑΓ’ διότι ΑΓ ' 
—2

~ 2ΑΕ· παρομοίως 4Δ.Ε είναι τό τετράγωνον τής ΒΔ*  λοιπόν- 
τό άθροισμα των τετραγώνων των πλευρών ίσουται μέ τό άθροι­
σμα των τετραγώνων των διαγώνιων.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΕ'. -+
Θ ε ώ ρ η μ α.

Η. γραμμή ΔΕ, παραλλήλως'" τής βάσεως τριγώνου τινός 
ΑΒΓ άγομένη, διαιρεί τάς πλευράς ΑΒ, ΑΓ, άναλόγως· εις τρό­
πον ώστε ΑΔ: ΒΔ:: ΑΕ: ΕΓ. σχ. 1Γ4.

Άς έπιζευχθώσιν αίΒΕ, ΔΓ. Τα δύο τρίγωνα ΒΔΕ, ΔΕΓ 
έχουν τήν αυτήν βάσιν ΔΕ, καί τό ί3ιον ύψος, διότι αί κορυσαί 
των Β και Γ κεΐνται επ’ ευθείας παραλλήλου τής βάσεως· λοι­
πόν ιιναι ισοδύναμα (πρό. 2).
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Τά δέ τρίγωνα ΑΔΕ, ΒΔΕ, τών οποίων ή κοινή κορυφή εί­

ναι τό Ε, έχουν τό αυτό ύψος, καί είναι πρός άλληλα ώς αι 
βάσεις των ΑΔ, ΒΔ (πρό. 6)· διά τούτο,

ΑΔΕ: ΒΔΕ:,: ΑΔ: ΔΒ.
Τά τρίγωνα ΑΔΕ, ΔΕΓ, τών δΛοίων κοινή κορυφή είναι τό Δ, 

έχουν ωσαύτως τό ίδιον ύψος, χα'ι είναι πρός άλληλα ώς αί βά­
σεις τών ΑΕ, ΕΓ’' άρα,

ΓΔ ΑΔΕιΕΓ:: ΑΕ: Ε.
Αλλά τό τρίγωνον ΒΔΕ=ΔΕΓ· λοιπόν, έξ αιτίας του κοινού 

λόγου εις τάς δύο ταύτας αναλογίας, συνάγομεν ΑΔ: ΔΒ:: 
ΑΕ:ΕΓ.

Πόρισμα Αί Εντεύθεν συνάγομεν συνθέτοντες ΑΔ-}-ΔΒ: 
ΑΔ :: ΑΕ~|-ΕΓ: ΑΕ, ή ΑΒ: ΑΔ :: ΑΓ: ΑΕ, και παρομοίως 
ΑΒιΒΔ:: ΑΓ ΓΕ.

Πόρισμα Βί Έάν μεταξύ δύο ευθειών ΑΒ, ΓΔ άχθώσιν 
δσαιδήποτε παράλληλοι ΑΓ, ΕΖ, ΗΘ, ΒΔ, κ.1 τ. λ. αί εύθεΐαι αύ- 
ται θέλουν τμηθή άναλόγως, και Θέλομεν έχει

ΑΕ: ΓΖ:: ΕΗ: ΖΘ:: ΗΒ: ΘΔ. σχ. 115.
Διότι έστω Ο τό σημεΐον τής συμπτώσεως τών ευθειών ΑΒ, 

ΓΔ· εις τό τρίγωνον ΟΕΖ, είςτό όποιον ή γραμμή ΑΓ είναι πα­
ράλληλος της βάσεωςΕΖ, Θέλομεν έχει ΟΕ:ΑΕ::ΟΖ: ΓΖ ή 
ΟΕ: ΟΖ:: ΑΕ: ΓΖ. Εις τό τρίγωνον ΟΗΘ, θέλομεν έχει πα­
ρομοίως ΟΕ: ΕΗ: :ΟΖ: ΖΘ, ή ΟΕ: ΟΖ:: ΕΗ: ΖΘ’ λοιπόν, έξ 
αιτίας τού κοινού λόγου, ΟΕ: ΟΖ, αι δύο αύταε άναλογίαι δίδουν 
ΑΕ : ΓΖ :: ΕΗ ’ ΖΘ. Κατά τον αυτόν τρόπον άποδεικνύομεν ότι 
ΕΗ: ΖΘ:: ΗΒ: ΘΔ, καί ούτως εφεξής*  αί γραμμαί άρα ΑΒ, 
ΓΔ τέμνονται άναλόγως υπό τών παραλλήλων ΕΖ, ΗΘ κ. τ. λ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΣΓ.

Θεώρημα.
Άντιστρόφως, έάν αί πλευραί ΑΒ, ΑΓ τμηθώσιν άναλόγως 

υπό τής γραμμής ΔΕ, >είς τρόπον ώστε ΑΔ: ΔΒ:: ΑΕ: ΕΓ, 
λέγω ότι ή γραμμή ΔΕ θέλει είναι παράλληλος τής βάσεως ΒΓ.

Διότι έάν ΔΕ δέν ήναι παράλληλος τής ΒΓ, άς ύποθέσωμεν 
δτι είναι ή ΔΟ*  τότε, κατά τό προλαβόν θεώρημα, Θέλομεν έχει 
ΑΔ: ΒΔ :: ΑΟ: ΟΓ. Άλλ’ έξ ύποθέσεως, ΑΔ : ΔΒ :: ΑΕ : ΕΓ 
λοιπόν ήθέλαμεν έχει ΑΟ:ΟΓ:: ΑΕ: ΕΓ*  ήτις άναλογία είναι 
άνύπαρκτος*  διότι άπό τό έν μέρος δ ηγούμενος ΑΕ είναι μείζων 
τού ΑΟ, άπό δέ τό άλλο ό έπόμενος ΕΓ είναι έλάσσων τού ΟΓ*  
έάν λοιπόν διά τής στιγμής Δ άχθή παράλληλος τής ΒΓ, αυτή 
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δέν είναι δυνατόν νά &αρέρη τής ΔΕ*  ή ΔΕ άρα είναι ή τοιαύτη 
παράλληλος.

Σ χ ό λ ι ο ν. Ή ιδία συνέπεια ήθελεν εχει χώραν, έάν υπετί­
θετο ή αναλογία ΑΒ: ΑΔ:: ΑΓ: ΑΕ*  διότι έζ ταύτης ήθελε 
συναχθή ή ΑΒ—ΑΔ: ΑΔ :: ΑΓ—ΑΕ: ΑΕ η ΒΔ: ΑΔ :: ΓΕ: ΑΕ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΖ'.

Θεώρημα.
Ή γραμμή ΑΔ, ή δίχα τέμνουσα τήν γωνίαν ΒΑΓ τριγιονου 

τίνος, διαιρεί τήν βάσιν ΒΓ εις δύο τμήματα ΒΔ, ΔΓ, ανάλογα 
τών προσκειμένων πλευρών ΑΒ, ΑΓ*  εις τρόπον ώστε ΒΔ: ΔΓ:: 
ΑΒ: ΑΓ. σχ. 117.

Έζ τής στιγμής Γ άς άχθη ή ΓΕ παράλληλος τής ΑΔ έως ου 
νά συναπαντήση τήν ΒΑ προεζβαλλομένην.

Εις, το τρίγωνον ΒΓΕ, ή ΑΔ είναι παράλληλος τής βάσεως 
ΓΕ*  ούτως έχομεν τήν αναλογίαν (προ. 15), ΒΔ:ΔΓ:: ΑΒ:ΑΕ.

Αλλά τδ τρίγωνον ΑΓΕ είναι ισοσκελές*  διότι, έξ αίτιας τών 
παραλλήλων ΑΔ, ΓΕ, ή γωνία ΑΓΕ—ΔΑΓ, και ή γωνία ΑΕΓ= 
ΒΑΔ (προ. 24, 1): ’Αλλ’ έξ ύποθέσεως ΔΑΓ—ΒΑΔ*  ή γωνία 
άρα ΑΓΕ = ΑΕΓ*  και ακολούθως ΑΕ=ΑΓ (προ. 13, 1)*  άν- 
τεισάγοντες δέ ΑΓ άντε ΑΕ εις τήν άνωτέρω αναλογίαν, συνά- 
γομεν ΒΔ: ΔΓ :: ΑΒ : ΑΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΗ'.

Θεώρημα.
Δύο τρίγωνα ισογώνια έχουν τάς ομολόγους πλευράς ανάλο­

γους, ζαι είναι όμοια.
Έστωσαν ΑΒΓ, ΓΔΕ, δύο τρίγωνα τά δποΐα έχουν τάς γω­

νίας ίσας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, δηλαδή ΒΑΓ == 
ΓΔΕ, ΑΒΓ = ΔΓΕ, ζαιΑΓΒ = ΔΕΓ*  λέγωδέ ότι αί ομόλο­
γοι πλευραί αί προσζέίμεναι εις τάς ίσας γωνίας θέλουν είναι 
•ανάλογοι, εις τρόπον ώστε ΒΓ: ΓΕ:: ΑΒ: ΓΔ:: ΑΓ: ΔΕ. 
σχ. 119.

"Άς τεθώσιν αί ομόλογοι πλευραί ΒΓ, ΓΕ εις τήν -αυτήν διεύ— 
θυνσιν, ζαι άς προεζβληθώσιν αί πλευραί ΒΑ, ΕΔ, έως ού νά 
συναπαντηθώσιν εις Ζ.

Επειδή ΒΓΕ είναι ευθεία γραμμή, ζαι ή γωνία ΒΓΑ=ΓΕΔ, 
επεται ότι ή ΑΓ είναι παράλληλος τής ΔΕ. (24, 1). Παρομοίως, 
Ιπειδή ή γωνία ΑΒΓ=ΔΓΕ, ή ΑΒ είναι παράλληλος τής ΔΓ*  
λοιπδν τδ σχήμα ΑΓΔΖ είναι παραλληλόγραμμον.



β]

Μς ίο τρίγωνον ΒΖΕ ή ΑΓ εΐναι παράλληλος τής βάσεως ΖΕ, 
οθεν ΒΓ: ΓΕ:: ΒΑ: ΑΖ (πρό. 15). Αντί δέ ΑΖ Οέτοντες τήν 
Ισην της ΓΔ, έχουιεν, ΒΓ :ΓΕ:: ΒΑ: ΓΔ.

Ε:ς το αυτό τρίγωνον ΒΖΕ, έάν ή ΒΖ ΘεωρηΟή ώς βάσις, ή 
ΓΔ είναι παράλληλος αυτής, και έζ τούτου ΒΓ: ΓΕ:: ΖΔ: ΔΕ. 
Α’ντί δέ ΖΔ Οέτοντες τήν ίσην της ΑΓ, έχομεν ΒΓ: ΓΕ:: ΑΓ: ΔΕ.

Τέλος έζ τών δύο τούτων αναλογιών, εις τάς όποιας δ λόγος 
ΒΓ:ΓΕ είναι ζοινός, συνάγομεν ωσαύτως, ΑΓ: ΔΕ:: ΒΑ: ΓΔ.

Λοιπόν τά ισογώνια τρίγωνα ΒΑΓ, ΓΑΕ έχουν τάς ομολό­
γους πλευράς ανάλογους: αλλά ζατά τόν Β'. ορισμόν, δύο σχή­
ματα είναι όμοια, όταν έχουν ένταύτώ τάς γωνίας ισας τήν κάθε 
μίαν μέ τήν κάθε μίαν, και τάς ομολόγους πλευράς ανάλογους· 
άρα τά ισογώνια τρίγωνα ΒΑΓ, ΓΔΕ, είναι δύο -σχήματα όμοια.

Πόρισμα. Διά νά ήναι δύο τρίγωνα όμοια, αρκεί νά έχουν 
δύο γωνίας ισας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, διότι τότε ή 
ίσότης τής τρίτης έπεται, και τά δύο τρίγωνα θέλουν είναι ισο­
γώνια.

Σχόλιον. Ας σημειώσωμεν οτι, εις τά όμοια τρίγωνα, αί 
ομόλογοι πλευραί είναι απέναντι ίσων γωνιών*  ούτως ούσης τής 
γωνίας ΑΓΒ /ίσης μέ τήν ΔΕΓ, ή πλευρά ΑΒ είναι ομόλογος 
τής ΔΓ*  ωσαύτως ΑΓ και ΔΕ είναι ομόλογοι, ώς απέναντι τών 
ίσων γωνιών ΑΒΓ, ΔΓΕ: άφ’ ου λοιπόν γνωρίσωμεν τάς ομολό­
γους πλευράς, ευθύς σχηματίζομεν τάς αναλογίας:

ΑΒ: ΔΓ :: ΑΓ: ΔΕ:: ΒΓ : ΓΕ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ιθ'.

Θεώρημα.

Δύο τρίγωνα, τά δποΐα έχουν τάς ομολόγους πλευράς ανάλο­
γους, 1 είναι ισογώνια καί όμοια.

*Ας ύποθέσωμεν, ότι ΒΓ: ΕΖ:: ΑΒ: ΔΕ:: ΑΓ: ΔΖ*  λέγω 
δέ ότι τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ, θέλουν έχει τάς γωνίας ισας, δη­
λαδή, Α=Δ, Βρ=Ε, Γ=Ζ. σχ. 120.

Εις τήν στιγμήν Ε άς γένη ή .γωνία ΖΕΗ=Β, καί εις τήν 
στιγμήν Ζ ή γωνία ΕΖΗ=Γ, - ή δέ τρίτη Η θέλει είναι ίση τή 
τρίτη Α, καί τά δύο τρίγωνα ΑΒΓ, ΕΖΗ, θέλουν φαι ισογώ­
νια*  λοιπόν κατά τό προλαβόν θεώρημα ΒΓ: ΕΖ :: ΑΒ:. ΕΗ. 
Α’λλ’έξ ύποθέσεως, ΒΓ: ΕΖ: : ΑΒ: ΔΕ*  άρα ΕΗ=ΔΕ. Κατά 
τό ίδιον θεώρημα, ΒΓ: ΕΖ:: ΑΓ: ΗΖ*  άλλ’έξ ύποθέσεως, ΒΓ: 
ΕΖ :: ΑΓ . ΔΖ, άρα ΖΗ=ΔΖ. Λοιπόν τά τρίγωνα ΕΗΖ, ΔΕΖ, 
έχουν τάς τρεΐς' πλευράς .ισας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, 
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άρα είναι ίσα (προ. 11, 1). Άλλ*  έκ της κατασκευής, τδ τρίγωνον 
ΕΗΖ είναι ισογώνιον μέ τδ τρίγωνον ΑΒΑ*  λοιπδν ωσαύτως τά" 
τρίγωνα ΔΕΖ, ΑΒΓ είναι ισογώνια και όμοια.

Σ χ ό λ ι ο ν Α\ Άπδ τάς δύο ταύτας τελευταίας προτάσεις 
βλέπομεν, δτι εις τά τρίγωνα ή ίσότης τών γωνιών είναι συνέπεια 
της αναλογίας τών πλευρών, και άντιστρόφως, εις τρόπον ώστε 
μία τούτων τών συνθηκών άρκεϊ προς βεβαίωσιν της δμοιότητος 
τών τριγώνων. Δέν υπάρχει δμως τδ αύτδ εις τά ■ σχήματα τά έ- 
χοντα υπέρ τάς τρεϊς πλευράς*  διότι, έάν δ λόγος ήναι μόνον περί 
τετράπλευρων, ήμπορουμεν, χωρίς νά άλλάξωμεν τάς γωνίας, νά 
μεταβάλωμεν τήν αναλογίαν τών πλευρών, ή *χωρις  νά μεταβάλω­
μεν τάς πλευράς νά άλλάξωμεν τάς γωνίας. Ούτως ή αναλογία 
τών πλευρών-δέν είναι δυνατόν νά ήναι συνέπεια τής ίσότητος τών 

> γωνιών, και τ άνάπαλιν. Βλέπομεν, παραδείγματος γάριν, δτι έάν 
άχθη ή ΕΖ παράλλήλως τής ΒΓ, αί γωνίαι του τετραπλεύρου ΑΕ- 
ΖΔ είναι μέν ίσαι μέ τάς του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ*  άλλ’ ή αναλο­
γία τών πλευρών διαφέρει: ωσαύτως χωρίς νά άλλάξωμεν τάς 
τέσσαρας πλευράς, ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΑΔ ήμπορουμεν νά μεταβάλω­
μεν τάς γωνίας, πλησιάζοντες ή άπομακρύνοντες τδ σημεϊον Β άπδ 
τδ Δ. σχ. 121.

Σ χ ό λ ι ο ν Βί Αί δύο προηγούμενα: προτάσεις αί δποΐαι κυ- ' 
ριως άποτελούν μίαν, και ή του τετραγώνου τής ύποτεινούσης είναι 
αί άξιολογώτεραι καί γονιμώτεραι προτάσεις τής Γεωμετρίας*  άρ- 
ζουσι σχεδόν μόναι δι δλας τάς έφαρμογάς καί τήν λύσιν όλων 
τών προβλημάτων*  δ δέ λόγος είναι, δτιδλα τά σχήματα ήμπο- 
ρουν νά μοιρασθοΰν εις τρίγωνα, καί δποιονδήποτε τρίγωνον εις δύο 
τρίγωνα ορθογώνια. Ούτως αί γενικαί ιδιότητες τών τριγώνων πε- 
ριέχουσι συνεπτυγμένως (ίπιρίιοίίηιοηί) τάς ιδιότητας όλων τών 
σχημάτων.

ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ Κ'.

Θεώρημα.

Δύο τρίγωνα τά δποϊά έχουν μίαν γωνίαν ί'σην περιεχομένην 
μεταξύ πλευρών άναλόγων, είναι δμοια.

Έστω ή γωνία Α=Δ, και άς ύποθέσωμεν, δτι έγομεν ΑΒ: 
ΔΕ: : ΑΓ: ΔΖ*  λέγω δέ ήδη δτι τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι δμοιον 
μέ’τδΔΕΖ(σχ. 122).

Άς ληφθή ΑΗ—ΔΕ, καί άς άχθη ή ΗΘ παράλληλος τής ΒΓ, 
ίσως ή γωνία ΑΗΘ θέλει είναι ίση τή ΑΒΓ (πρό. 24, 1)*  και τδ 
τρίγωνον ΑΗΘ ισογώνιον μέ τδ ΑΒΓ*  Οέλομεν έχει λοιπδν ΑΒ:
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ΑΗ:: ΑΓ: ΑΘ. Άλλ’ έξ υποθέσεως, ΑΒ:ΔΕ:: ΑΓ: ΔΖ, καί/έκ 
της κατασκευής, ΑΗ=ΔΕ*  λοιπόν ΑΘ = ΔΖ. Τά δύο τρίγωνα 
ΑΗΘ, ΔΕΖ έχουν λοιπόν μίαν γωνίαν ίσην περιεχομένην μετα­
ξύ πλευρών ίσων*  άρα είναι ίσα. Τώρα τδ τρίγωνον ΑΗΘ είναι 
όμοιον μέ 'τδ ΑΒΓ*  λοιπδν ΔΕΖ είναι ωσαύτως δμοιον μέ τδ ΑΒΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΆ.^'

Θεώρημα.

Δύο τρίγωνα τά οποία έχουν τάς ομολόγους πλευράς παραλ­
λήλους, ή κάθετους τήν κάθε μίαν εις τήν κάθε μίαν, είναι όμοια.

Διότι 1?ν έάν ή πλευρά ΑΒ (σχ. 123) ήναι παράλληλος τής 
ΔΕ, και ΒΓ τής ΕΖ, ή γωνία ΑΒΓ Θέλει είναι ίση τή ΔΕΖ (.27, 
1)*  έάν δέ περιπλέον ΑΓ ήναι παράλληλος τής ΔΖ, ή γωνία ΑΓΒ 
θέλει είναι ίση ,τή ΔΖΕ, καί ωσαύτως ή ΒΑΓ τή ΕΔΖ: τά τρί­
γωνα λοιπδν ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι ισογώνια*  άρα και όμοια.

2.ον Έστω (σχ. 124) ή πλευρά ΔΕ κάθετος εις τήν ΑΒ, καί 
ή ΔΖ εις τήν ΑΓ*  εις τδ τετράπλευρον ΑΙΔΘ αί δύο γωνίαι I και 
Θ θέλουν είναι δρθαί*  αί τέσσαρες γωνίαι ισοδυναμοΰν δμού μέ 
τέσσαρας όρθάς (20, 1)*  λοιπόν-ας δύο υπόλοιποι ΙΑΘ, ΙΔφ, ίσο- 
δυναμούν μέ δύο όρθάς. Άλλ’ αί δύο γωνίαι ΕΔΖ, ΙΔΘ ίσοδυνα- 
μουν ώσαύτως μέ δύο όρθάς*  λοιπδν ή γωνία ΕΔΖ είναι ίση τή 
ΙΑΘ ή τή ΒΑΓ: παρομοίως έάν, ή τρίτη πλευρά ΕΖ ήναι κάθετος 
εις τήν τρίτην ΒΓ, θέλομεν δείξει ότι ή γωνία ΔΖΕ = Γ, καί 
ΔΕΖ—-Β*  λοιπόν τά δύο τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ τά όποια έχουν τάς 
πλευράς καθέτους- τήν κάθε μίαν εις τήν κάθε μίαν, είναι ισογώ­
νια καί όμοια.

Σχόλιον. Εις τήν πρώτην περίστασιν αί ομόλογοι πλευραί 
είναι αί παράλληλοι*  εις τήν δευτέραν, είναι αί κάθετοι. Ούτως 
εις τήν τελευταίαν ταύτην περίστασιν, ΔΕ είναι ομόλογος τή ΑΒ, 
ΔΖ τή ΑΓ, καί ΕΖ τή ΒΓ.

Εις τήν περίστασιν, καθ’ ήν αί πλευραί είναι κάθετοι, τά δύο 
τρίγωνα δυνατόν νά έχωσί θέσιν τινά διαφορετικήν τής ύποτεθεί- 
σης εις τδ σχήμα 124*  άλλ’ή ίσότης τών γωνιών πάντοτε ήθελεν 
άποοειχθή είτε διά τετραπλεύρων τοιούτων ώς ΑΙΔΘ, τών οποίων 
δύο γωνίαι είναι δρθαί, είτε διά τής συγκρίσεως δύο τριγώνων, 
έκαστον τών οποίων έκτος τών κατά κορυφήν γωνιών ήθελεν έχει 
μίαν γωνίαν ορθήν : έπειτα, πάντοτε είναι δυνατόν νά ύποθέ- 
τωμεν έντδς του τριγώνου ΑΒΓ κατεσκευασμένον τρίγωνόν τι 
ΔΕΖ, τού οποίου αί πλευραί νά ήναι παράλληλοι τών πλευρών 
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του προς το ΑΒΓ συγκρινομένου τριγώνου, ζαί τότε ή άπό- 
δειξις γίνεται ώς είς τήν περίστασιν του 124 σχήματος.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΒ'.

Θεώρημα

Έάν άπδ τήν κορυφήν τριγώνου τίνος άχθώσιν έπί τήν βά- 
σιν οπωσδήποτε εύθείαι, ώς ΑΖ, ΑΗ, ζ. τ. λ. αύται θέλουν 
διαιρεί τήν βάσιν ΒΓ και τήν παράλληλον της ΔΕ άναλόγως, 
είς τρόπον ώστε ΔΙ: ΒΖ : : ΙΚ' : ΖΗ : : Κ'Λ : ΗΘ, ζ. τ. λ. 
(σχ. 125). ,

Διότι, επειδή ΔΙ είναι παράλληλος τής ΒΖ, τδ τρίγωνον ΑΔΙ 
είναι ισογώνιον μέ τδ ΑΒΖ, καί έχομεν τήν αναλογίαν ΔΙ: ΒΖ :: 
ΑΙ: ΑΖ*  ώσαύτως ΙΚ ούσης παραλλήλου τής ΖΗ, έχομεν ΑΙ: 
ΑΖ: : ΙΚ/: ΖΗ*  λοιπδν, έξ αιτίας του κοινού λόγου ΑΙ: ΑΖ, 
ΔΙ: ΒΖ:: ΙΚ: ΖΗ*  εύρίσκομεν παρομοίως ΙΚ': ΖΗ:: Κ Α: ΗΘ, 
X. τ. λ. λοιπδν ή γραμμή ΔΕ διαιρείται είς τά σημεία I, Κ', Α 
ώς ή βάσις ΒΓ είς τά σημεία Ζ, Η, Θ.

Πόρισμα. ’Αρα, έάν ΒΓ διαιρεθή είς μέρη ίσα είς τάς στιγ- 
μάς Ζ, Η, Θ, ή παράλληλος ΔΕ θέλει διαιρεθή ώσαύτως είς μέρη 
ίσα εις τάς στιγμάς I, Κ', Λ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΓ.

Θεώρημα.

Έάν άπδ τήν κορυφήν τής ορθής γωνίας Α ορθογωνίου τι- 
νδς τριγώνου καταιβασθή ή κάθετος ΑΔ έπι τήν υποτείνουσαν 
(σχ. 126.)

1.ον Τά δύο μερικά τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ θέλουν είναι όμοια 
άλλήλοις και όμοια τω όλω ΑΒΓ.

2.0ν Έκάστη πλευρά ΑΒ ή ΑΓ θέλει είναι μέση ανάλογος με­
ταξύ τής υποτεινούσης ΒΓ και τού προσκειμένου τμήματος ΒΔ 
ή ΔΓ. ? ,

3.01ί Η κάθετος ΑΔ θέλει είναι μέση ανάλογος μεταξύ τών 
δύο τμημάτων ΒΔ, ΔΓ.

Διότι, 1.ον τδ τρίγωνον ΒΑΔ καί τδ τρίγωνον ΒΑΓ έχουν 
κοινήν γωνίαν τήν Β*  περιπλέον ή ορθή ΒΔΑ είναι ίση τή ορθή 
ΒΑΓ*  λοιπδν ή τρίτη γωνία ΒΑΔ τού ένδς είναι ίση μέ τήν τρίτην 
Γ τού άλλου*  άρα τά δύο ταΰτα τρίγωνα είναι ισογώνια καί όμοια*  
ώσαύτως θέλομεν δείξει, ότι τδ τρίγωνον ΔΑΓ είναι όμοιον μέ τδ 
ΒΑΓ*  λοιπδν τά τρία τρίγωνα είναι ισογώνια καί όμοια άλλήλοις.
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2.07 Επειδή τδ τρίγωνον ΒΑΔ είναι δμοιον μέ τδ ΒΑΓ, αί 
ομόλογοί των πλευραί είναι ανάλογοι. Τώρα, ή πλευρά ΒΔ εις πδ 
μικρόν τρίγωνον είναι ομόλογος τή ΒΑ εις τδ μεγάλον, διότι είναι 
απέναντι ίσων γωνιών, ΒΑΔ, ΒΓΑ*  .ή δέ υποτείνουσα ΒΑ του 
μικρού είναι ομόλογος τη ύποτεινουση ΒΓ τού μεγάλου*  δυνάμεθα 
λοιπόν νά σγηματίσωμεν την αναλογίαν ΒΔ : ΒΑ :: ΒΑ: ΒΓ. 
Κατά τον αυτόν τρόπον ήθέλαμεν έχει ΔΓ : ΑΓ :: ΑΓ : ΒΓ*  λοι­
πόν 2.07 έκαστη των πλευρών ΑΒ, ΑΓ, είναι μέση άνάλογος με­
ταξύ τής ύποτεινούσης ■ και τού προσκειμένου εις ταύτην την πλευ­
ράν τμήματος,.

3.07 Τέλος, ή δμοιότης τών τριγώνων ΑΒΔ, ΑΔΓ δίδει, παρα­
βαλλόμενων των ομολόγων πλευρών, ΒΔ : ΑΔ: : ΑΔ : ΔΓ*  λοιπόν; 
3.07 ή κάθετος ΑΔ είναι μέση άνάλογος μεταξύ τών τμημάτων 
ΒΔ, ΔΓ τής ύποτεινούσης.

Σ γ ό λ ι ο ν. Εις την αναλογίαν ΒΔ : ΑΒ :: ΑΒ : ΒΓ έ&σούντες τδ 
^-2

γινόμενον τών άκρων μέ’πδ τών μέσων*  συνάγομεν ΑΒ=ΒΔΧΒΓ. 

Εχομεν παρομοίως ΑΓ=ΔΓχΒΓ, λοιπόν ΑΒ-|-Α.Γ=ΒΔχ 
ΒΓ-4-ΔΓχΒΓ*  τδ δέ δεύτερον μέλος είναι τδ αυτό μέ (ΒΔ-[~ 

__ ? —2 —2 __ 2
ΔΓ) ΧΒΓ και άγεται εις ΒΓΧ ΒΓ ή ΒΓ άρα ΑΒ ΑΓ=ΒΡ 
λοιπόν τδ τετράγωνον τής ύποτεινούσης ΒΓ ίσούται μέ τδ άθροισμα 
■τών τετραγώνων τών άλλων δύο πλευρών ΑΒ, ΑΓ. Ούτως έπα- 

-νεργόμεθα εις την πρότασιν τού τετραγώνου τής ύποτεινούσης διά 
.οδού πολλά διαφορετικής από την οποίαν ήκολουθήσαμεν*  οθεν βλέ- 
πομεν οτι κυρίως ή πρότασις τού τετραγώνου τής ύποτεινούσης 
είναι συνέπεια τής αναλογίας τών πλευρών εις τά ισογώνια τρίγω­
να. Κατ’ αυτόν τον τρόπον αί θεμελιώδεις προτάσεις τής γεωμε­
τρίας άγονται, διά νά είπω ούτω, εις ταύτην μόνην, οτι τά ισο­
γώνια τρίγωνα /χουν τάς ομολόγους πλευράς ανάλογους.

Συχνάκις ακολουθεί, καθώς τούτου παράδειγμα ειοομεν ανω­
τέρω έξάγοντες συνέπειας από μίαν ή περισσοτέρας προτάσεις, 
νά καταντώμεν εις προτάσεις άποδεδειγμένας. ’Εν γένει δέ δ,τι 
μάλιστα χαρακτηρίζει τά θεωρήματα τής γεωμετρίας, και είναι 
δεΐξις ισχυρότατη τής βεβαιότητες των, είναι ότι συμπλέκοντές- 
τα καθ’ δποιονδήποτε τρόπον, εάν συλογιζώμεθα δρθώς, πάντοτε 
καταντώμεν εις ακριβή εξαγόμενα. Τούτο δέ δέν ήθελεν ύπάρ- 
γει, εάν πρότασις τις ήτο ψευδής, ή ήτον αληθής ως έγγιστα, 
αλλά διά τής συμπλοκής τών προτάσεων προς άλλήλας τδ σσάλμα 
ήθελεν αυξάνει και κατασταθή έπαισθη*τόν.  Τούτου δέ βλέπομε·/ 

5 
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παραδείγματα εις ολας τάς αποδείξεις, εις τάς οπαίας μεταχει- 
ριζδμεθα τήν εις άτοπον απαγωγήν (ροάπούοιι <ι I 3§ΒιιΓί1β\ 
Διά τών τοιούτων αποδείξεων βεβαιδνεται ή αλήθεια προτάσεώς 
τίνος έκ του άτοπου, τδ δποΐον ήθελεν ακολουθήσει, έάν υπήρ­
χε τδ εναντίον*  συνίστανται λοιπδν αί αποδείξεις αυται εις τδ νά 
καταστήσουν φανερόν τδ τοιοΰτον άτοπον. Ουτω π. χ. βεβαιδνομεν δτι „ 
δύο ποσότητες είναι ίσαι, αποδεικνύοντες δτι, έάν ύπήρχεν ή 
παραμικρά άνίσδτις μεταξύ αυτών, ήθέλαμεν φθάσει διά τίνος 
σειράς συλλογισμών είς' άτοπον φανερδν, και, διά νά είπω ού'τω, 
ώηλαφητδν δθεν άναγζαζδμεθα νά συμπεράνωμεν, δτι. αί δύο 
ποσότητες είναι ίσαι.

Πόρισμα. Έάν έξ ένδς σημείου Α τής περιφέρειας άχθώσιν 
αί δύο χορδαι ΑΒ, ΑΓ εις τά άκρα τής διαμέτρου ΒΓ, τδ·τρί- 
γωνον ΒΑΓ θέλει είναι ορθογώνιον εις Α (18, '2)*  λοιπδν 10> ή 
κάθετος ΑΔ είναι μέση άνάλογος μεταξύ τών -δύο 
τμημάτων ΒΔ, ΔΓ, τής διαμέτρου, ή, τδ δποΐον είναι, τδ αύτδ, 

_ 2
τδ τετράγωνον ΑΔ ίσούται μέ τδ ορθογώνιον ΒΔΧΔΓ.

2.ον Ή χορδή ΑΒ είναι μέση ανάλογος μΓταξύ 
τής διαμέτρου ΒΓ και τού προσκειμένου τμήματος · 

2-2 ' —2
ΒΔ, ή, ΑΒ=ΒΔΧΒΓ* έχομεν παρομοίως ΑΓ=ΓΔΧΒΓ* λοι- 

—2—2 " —2 —2
πδν ΑΒ: ΑΓ:: ΒΔ: ΔΓ*  έπείδή δέ ΑΒ=ΒΔχΒΓ, και ΑΒχΒΓ

—2 —2 -2 —2 —2
=ΒΔΧΒΓ· διά τούτο ΑΒ: ΒΓ::ΒΔ:ΒΓ· ωσαύτως ΑΓ : ΒΓ;: 
ΔΓ:ΒΓ. Οί λδγοι ουτοι τών τετραγώνων τών πλευρών είτε πρδς 
άλληλα είτε πρδς τδ τετράγωνον τής ύποτεινούσης, έλέχθησαν 
εις. τά πορίσματα Έ καί Δζ τής ΙΑΑ προτασεως.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΔ'.
Θεώρημα.

Δύο τρίγωνα τά δποΐα έχουν μίαν γωνίαν ίσην είναι πρδς άλλη­
λα ώς ,τά. ορθογώνια τών πλευρών, αί δποΐαε περιέχουσι τήν ί­
σην γωνίαν. Ούτω τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι πρδς τδ τρίγωνον ΑΔΕ,. 
καθώς τδ ορθογώνιον ΑΒΧΑΓ πρδς τδ ορθογώνιον ΑΔΧΑΕ. 
(ήι· 128)· . , . '

Άς έπιζευχθή ΒΕ. Τά δύο τρίγωνα ΑΒΕ, ·ΑΔΕ, τών ο­
ποίων ή κοινή ζορυοή είναι Ε, έχουν τδ αύτδ ύψος, καί είναι, 
πρδς άλληλα ώς αΐ βάσεις των ΑΒ, ΑΔ' (προ. 6) λοιπδν, ΑΒΕ ο 
ΑΔΕ:.ΑΒ:ΑΔ.
έχομεν ώσαύτως, ΑΒΓ: ΑΒΕ:: ΑΓ: ΑΕ.
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Παλυπλασιάζοντες δέ ζζτά τχξιν τάς δύο ταότχς αναλογίας, 
καί έξαλεί'ροντες τον ζοινδν όρον ΑΒΕ, έχομεν

ΑΒΓ: ΑΔΕ:: ΑΒΧΑΓ: ΑΔχΑΕ
Πόρισμα. Άρα τά δύο τρίγωνα θέλουν είναι ισοδύναμα έάν 

τδ ορθογώνιον ΑΒΧΑΓ ηναι ίσον μέ τδ ΑΔ X ΑΕ, ή έάν ή- 
νάι ΑΒ: ΑΔ:: ΑΕ : ΑΓ, τα όποιον έχει χώραν, όσάζις ή ΔΓ εινα 
παράλληλος τής ΒΕ. (βλέπε τδ β'. τών δύο σχημάτων, 128).

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΕ'.

Θ ε ώ ρ η μ α.

Δύο όμοια τρίγωνα είναι προς άλληλα ώς τά τετράγωνα τών 
δμολόγων πλευρών.

*Εστω (σχ. 122·) ή γωνία Α —Δ ζαι ,ή Β=Ε· ζατά πρώτον 
έξ αιτίας τών ίσων γωνιών Α ζαι Δ, έχομεν, ζατά τήν προλα- 
βοΰσαν πρότασιν,

ΑΒΓ : ΔΕΖ: : ΑΒ X ΑΓ : ΔΕ X ΔΖ. 
έπειτα δέ έξ αιτίας τής όμοιέτητος τών τριγώνων, 

ΑΒ’: ΔΕ :: ΑΓ : ΔΖ.'
Καί έάν πολυπλασιάσωμεν ταύτην τήν άναλογίαν έπί τήν ταυ 

τοσήυ,αντον
ΑΓ: ΔΖ:: ΑΓ : ΔΖ 

όρον έπί όρον, συνάγομεν,
, * —2 —2

ΑΒΧΑΓ: ΔΕΧΔΖ:: ΑΓ: ΔΖ 
"Λ?α?

—2 —2
ΑΒΓ:ΔΕΖ::ΑΓ: ΔΖ.

Τά δύο λοιπδν δμιοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ, είναι πρδς άλληλα, 
ως τά τετράγωνα δύο οποίων δήποτε ομολόγων πλευρών.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΣΤ .
Θ ε ώ ρ η μ α.

Δύο όμοια πολύγωνα σύγκεινται άπδ τον αυτόν αριθμόν τρί­
γωνων δμοίων καί ομοίως κειμένων.

Είς τδ πολύγωνον ΑΒΓΔΕ (σχ. 129), άς άχθώσιν άπδ τήν 
αυτήν γωνίαν Α είς τάς άλλας γωνίας αί διαγώνιοι ΑΓ, ΑΔ., 
Είς τδ άλλο πολύγωνον ΖΗΘΙΚ' άς άχθώσι παρομοίως άπδ τήν 
γωνίαν Ζ τήν ομόλογον τή Α, αί διαγώνιοι ΖΘ, ΖΙ είς τάς άλλας 
γωνίας.

Ε’πειδή δέ τά πολύγωνα είναι, δμοια, ή γωνία ΑΒΓ είναι ίση 
οη δμολόγω αύτής ΖΗΘ ίδρ, 2), αί δέ πλευρά! ΑΒ, ΒΓ, είναι 

Η*  
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ανάλογοι μέ τάς ΖΗ, ΗΘ*  εις τρόπον ώστε ΑΒ: ΖΗ:: ΒΓ: ΗΘ. 
Ε’ζ τούτου επεται δτι τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΖΗΘ, έχουν μίαν γω­
νίαν ίσην περιεμένην μεταξύ πλευρών αναλογών*  λοιπδν είναι δ- 
μοια (προ. 20)*  ή γωνία άρα ΒΓΑ είναι ίση τή ΙΙΘΖ. Έάν δέ αί ίσαι 
αύται γωνίαι άφαιρεθώ'σιν άπδ τάς ίσας ΒΓΔ, ΗΘΙ, τά υπόλοι­
πα ΑΓΑ,· ΖΘΙ θέλουν είναι ίσα: άλλ’ επειδή τά τρίγωνα ΑΒΓ, 
ΖΗΘ είναι δμοια, έχομεν ΑΓ: ΖΘ:: ΒΓ: ΗΘ άπδ άλλο μέρος 
διά τήν δμοιοτητα τών πολυγώνων (δρ. 2), ΒΓ : ΗΘ :: ΓΔ: ΘΙ*  
λοιπδν ΑΓ: ΖΘ:: ΓΔ: ΘΙ: άλλ’ είδομεν ήδη δτι ή γωνία ΑΓΔ 
=ζζΖΘΓ λοιπδν τά τρίγωνα ΑΓΔ, ΖΘΙ*  έχουν μίαν γωνίαν, ίσην 
περιεχομένην μεταξύ πλευρών άναλδγων, άρα είναι δμοια. Μέ 
τδν αύτδν τρόπον ήθέλαμεν άποδείξει τήν δμοιοτητα τών ακολού­
θων τριγώνων, δσός δήποτε ζαι αν ήτον δ άριθμδς τών πλευ­
ρών τών προτεθέντων πολυγώνων*  άρα δύο δμοια πολύγωνα 
σύγζεινται άπδ τδν αύτδν άριθμδν τριγώνων δμοίων ζαι δμοίως 
κειμένων.

Σχόλιον. Η αντίστροφος προτασις είναι επίσης αληθής: έάν 
δύο πολύγωνα συντίθενται άπδ τδν αύτδν άριθμδν τριγώνων δμοίο>ν 
καί δμοίως κειμένων, θέλουν είναι δμοια.

Διότι ή δμοιδτης τών τριγώνων ήθελε δώσει τήν γωνίαν ΑΒΓ= 
ΖΗΘ, ΒΓΑ=ΗΘΖ, ΑΓΔ=ΖΘΙ*  άρα ΒΓΔ—ΗΘΙ, ωσαύτως 
ΓΔΕ=ΘΙΚ ζ. τ,λ. ΙΙεριπλέον, ΑΒ: ΖΗ:: ΒΓ: ΗΘ:: ΑΓ: 
ΖΘ:: ΓΔ: ΘΙ, ζ. τ. λ. λοιπδν τά δύο πολύγωνα έχουν τάς γω­
νίας ίσας καί τάς πλευράς άναλόγους*  άρα είναι δμοια.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΖ.
Θεώρημα.

Αί μεν περίμετροι τών δμοίων πολυγώνων εϊναι πρδς άλλή- 
λας ώς αί δμδλογοι πλευραί*  αί δέ έπιφάνιαί των ώς τά τε­
τράγωνα τών ιδίων πλευρών, (σχ. 129).

Διότι 1.0ν επειδή, έκ τής «ρύσεως τών δμοίων σχημάτων, έ­
χομεν ΑΒ: ΖΗ:: ΒΓ : ΗΘ:: ΓΔ: ΘΙ, κ. τ. λ, συνάγομεν έζ ταύ­
της τής σειράς τών ίσων λόγων: Τδ άθροισμα τών ηγουμένων 
ΑΒ-4-ΒΓ—[-ΤΔ ζ. τ. λ, δηλ. ή περίμετρος του πρώτου σχήματος, 
έχει λόγον πρδς τδ άθροισμα τών έπομένων, τήν περίμετρον 
του ωευτερου σχήματος, ον ηγούμενος τις προς τον ιοίον επό­
μενόν, ή δν ή πλευρά ΑΒ πρδς τήν ομόλογον της ΖΗ.

2Λ' Επειδή τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΖΗΘ είναι δμοια, έχομεν (πρό. 
■—2 2 4

25) ΑΒΓ: ΖΗΘ:: ΑΓ: ΖΘ' ωσαύτως τά δμοια τρίγωνα ΑΓΔ,
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—2 —2

ΖβΙ, δίδουν ΑΓΔ ; ΖΘΙ:: ΑΓ: ΖΘ: άρα έξ αιτίας του ζοινοΰ λό- 
_2 —2

γου ΑΓ:ΖΘ, έχομεν
ΑΒΓ : ΖΗΘ :: ΑΓΔ: ΖΘΙ,

Δι’ δμοίου συλλογισμού ήθέλαμεν εύρεΐ,
ΑΓΔιΖΘΙ:: ΑΔΕιΖΙΚ'.

ζα! ούτως εφεξής, έάν είχομεν μεγαλήτερον αριθμόν τριγώνων. 
Εζ δέ,ταυτης τής σειράς τών ίσων λόγων ^νάγομεν: Τό ά­
θροισμα τών ηγουμένων ΑΒΓ-]-ΑΓΔ-{-ΑΔΕ, ή τό πολύγωνον 
ΑΒΓΔΕ, έ^ει λόγον πρός τό άθροισμα τών έπομένων ΖΙΙΘ-(- 
ΖΘΐ—}-ΖΙΚ , ή πρός τό πολύγωνον ΖΙΙΘΙΚ, δν ηγούμενός τις 

—2 —2
ΑΒΓ πρός τον ίδιον έπόμενον, ή δν ΑΒ πρός ΖΙΓ άρα αι έπι- 
φάνειαι τών όμοιων πολυγώνων είναι πρός άλλήλας ώς τά τε­
τράγωνα τών όμοιων πλευρών.

Πόρισμα. Έάν ζατασζευασθώσι τρία όμοια σχήματα, τών 
όποιων αί ομόλογοι πλευραι νά ήναι ίσαι μέ τάς τρεΐς πλευράς 
ορθογωνίου τινός τριγώνου, τό έπι τής μεγαλητέρας πλευράς ζατα- 
σζευαζόμενον σχήμα θέλει ισοΰται μέ τό άθροισμα τών δύο άλλων 
διότι τά τρία ταΰτα σχήματα είναι ανάλογα τών τετραγώνων τών ομο­
λόγων πλευρών των άλλα τό τετράγωνον τής ύποτεινούσης ισοΰται μέ 
τό άθροισμα τών τετραγώνων τών δύο άλλων πλευρών άραζ. τ. λ. (1).

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΗ'. '

Θεώρημα.
Τά μέρη δυο χορδών ΑΒ, ΓΔ, τεμνομένων εις ζ^ίλον είναι 

άντιστρόφως ανάλογα, τουτέστιν ΑΟ:ΔΟ: :ΓΟ: ΟΒ. (σχ. 130). (2)
(1) Έσωτσαν ΑΓ, ΑΒ, ΒΓ αί τρεις π'λεοραί ορθογωνίου τρι,ώνου ιών οποίων ΑΓ 

είναι ή υποτείνουσα του X άς πα^ιστάνρ τό χατασχευαζόμενον σχήμα έπι τής 
ύποτεινούσης ΑΓ, τό ομοιον ρ.ζ τ'ν. χατασχευαζόαενα έπι τών άλλων ίύο πλευμών 
ΑΒ, ΒΓ τών ομολόγων τής ΑΓ, χαί παμιστανόμενα άιά τών χαμα^τήμων Ψ, Ώ. Κ,ατά 
τήν ανωτέρω π^ότασιν έχομεν,

—2 —2
Ψ:ί1: :ΑΒ:ΒΓ

—2 —2 —2
Ο'ΪΣν Ω:ΑΒ4-ΒΓ: : Ω. :ΒΓ.

—2 —2
Α’λλά Χ:ΑΓ:Ω:ΒΓ.

__2 —2  2
"Αοα Ψ4-ίΙ:ΑΒ4-ΒΓ :: X : ΑΓ.

—2 —2 —2
έπε^ή 3'ΐ ΑΓ=ΑΒ^ΒΓ·

κ. τ. λ— Ο. Μ.
(2) Ποός τη; π/ρο^κσεω; λάΪ τή; άζΟ'λβύδον α-η

ρειωτίαν οτι'·
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'Άς έπιζευχθώσιν αί ΑΓ, ΒΔ*  εις τά τρίγωνα ΑΓΟ, ΒΟΔ «ε 
γωνία: εις Ο είναι ίσαι ώς ζατί'ζορυ.φήν ή γωνία Α είναι ίση τή Δ7 
διότι είναι έγγεγραμμέναι εις τρ αυτδ τμήμα (18, 2)· διά τον αυ­
τόν λδγόν ή γωνία Γ = .Β· άρα τά τρίγωνα ταΰτα είναι δμοια, 
ζαί αί δμδλογοι πλευρά: δίδουν την άναλογίαν ΑΟ : ΔΟ:: ΙΌ: ΟΒ.

Πόρισμα. Εντεύθεν συνάγομεν ΑΟ X ΟΒ = ΔΟ X ΓΟ’ 
άρα τδ ορθογώνιον των δύο μερών τής μιας χορδής ίσοΰταε μέ 
το ορθογώνιον των δυο μερόΰν τής άλλης,

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΘλ

Θεώρημοώ

Έάν άπδ τδ αυτδ σημεΐον Ο, έζτδς του ζυζλου λαμβανδμέ- 
νον, άχθώσεν αί διατέμνουσαε ΟΒ, ΟΓ, περατούμεναι εις τδ ζοΐ- 
λον τδξον ΒΓ, αί δλαι διατέμνουσαε θέλουν είναι άντιστρδψως 
ανάλογοι1 των έζτδς μερών των, τουτέστι Θέλομεν έχει ΟΒ: ΟΓ :: 
ΟΔ: ΟΑ. (σχ. 131). 1

Διότι, έπιζευχθεισών των ΑΓ, ΒΔ, τά τρίγωνα ΟΑΓ, ΟΒΔ 
έχουν την γωνίαν Ο κοινήν περιπλέον την Β=Γ(18, 2)· άρα 
τά τρίγωνα ταΰτα είναι δμοια*  ζαι αί δμδλογοι πλευραι δίδουν 
την άναλογίαν, Ο.Β : ΟΓ:: ΟΔ: ΟΑ.

Πδ ρισμα. νΑρα τδ ορθογώνιον ΟΑ X ΟΒ, ίσοΰταε μέ τδ 
ορθογώνιον ΟΓ X ΟΔ.

Σχδλιον. Δυνάμεθα νά παρατηρήσωμεν δτι ή πρδτασις αυ­
τή . έχει μεγάλην άναλογίαν μέ την προλαβοΰσαν, ζαι διαφέρει 
ταύτης μδνον ζαθ’δτι αί δύο χορδαί ΑΒ, ΓΔ άντε νά τέμνωνται έντδς, 
τέμνονται έζτδς του ζυζλου· τής δέ παρούσης πρρτάσεως δύνα- 
ται νά θεωρηθή ώς μερική περίστασις ή άχδλουθος.

ΐχΡΟΤΑΣΙΣ Α'.

Θ ώ ρ η μ, α.

’Εάν άπδ τδ αυτδ σημεϊον Ο (σχ. 132) έζτδς του ζυζλου· 
λαμβανόμενον, άχθη έφαπτομένη τις ΟΑ ζαι διατέμνουσα 0Γ? 
ή εφαπτομένη θέλει είναι μέση ανάλογος μεταξύ τής διατεμνούσης

Δύο λίγοντΆί οτι τίμνο^πχ.1 χατ’ αντίστροφον )~όγον^ όταν εις την
σχηματικόρ.ένην ανα/.Ο'/ίαν από τα μέρη των τά ούο της μιας είναι τά άκραΤ 
καί τά ά/λα ούο της άλλης τά μέσα.

Καί ύύο γραμμαί λέγονται άντιστρόγοίς ανάλογοι των μερών των^ όταν η. 
μία τούτων των γραμμών >:αί τό άντι>ιείμενον μέρος της σχηματίζουν τά ά^ρα^ 
Ιν ω η άλλη ζαι το άντι/ΛΪμενον μέροζ της σχηματίζουν τά μέσα— Ο. Μ,
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καί τού έζτδς μέρους της*  εις τρόπον ώστε θέλομεν έχει ΌΓ :
__2

ΟΑ:: ΟΑ: ΟΔ*  ή, όπερ ταύτόν, ΟΑ. = ΟΓ ΟΔ.
Διότι έπιζευχθεισών των ΔΑ, ΑΓ, τά τρίγωνα ΔΑΟ, ΟΑΓ, 

έχουν τήν γωνίαν Ο κοινήν- περιπλέον ή γωνία ΟΑΔ, ώς σχη- 
ματζζομένη άπδ έφαπτομένην και χορδήν (19, 2), έχει μέτρον 
τδ ήμισυ του τόξου ΔΑ, καί ή Γ έχει τδ1 αυτδ μέτρον*  λοιπδν ή 
γωνία ΟΑΔ = Γ*άρα  τά δύο τρίγωνα είναι ομοια, καί δίδουν τήν 

•αναλογίαν
ΟΓ: ΟΑ:: ΟΑ: ΟΔ.

—2
έκ τής δποίας ΟΑ — ΟΓ X ΟΔ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΑΑ'.

• 1 Θ ε ώ ρ η μ α.
Εις όποων^ήποτε τρίγωνον ΑΒΓ (σ/. 1 33), έάν ή γωνία Α τρ^Λρ οί/υ. 

υπό της. γροψ,ρ,ης ΑΔ, τό ορθογώνιον των πλευοών ΑΒ, ΑΓ·<5ε7ει ίσούται 
|ζέ τό ορθογώνιον των τρεχάτων ΒΔ, ΔΓ, πλέον τό. τετράγωνον τής Λατε- 
μνούση; ΑΔ.

Διά των τριών στιγμών Ά, Β, Γ άς διέλθη περιφέρεια, άς 
προεκβληθή ή ΑΔ μέ'χρΓ τής περιφέρειας, και άς έπιζευχθή ή ΙΈ.

Τδ τρίγωνον ΒΑΔ είναι δμοιον μέ τδ ΕΑΓ*  διότι έξ ύποθε- 
σεως, ή γωνία Β ΑΔ—ΕΑΓ*'περιπλέον  ή γωνία Β==Ε, επειδή 
καί αί· δύο έχουν μέτρον τδ ήμισυ του τόξου ΑΓ*  άοα 
τά τρίγωνα ταύτα είναι όμοια, καί αί ομόλογοι πλευραί δίδουν 
τήν αναλογίαν,

ΒΑ: ΑΕ:: ΑΔ : ΑΓ.
εντεύθεν προκύπτει ΒΑΧΑΓ = ΑΕχΑΔ*,  αλλά ΑΕ=ΑΔχ 
ΔΕ, καί πολυπλασιάζοντες άμφότερα τά μέρη έπί ΑΔ, έχο-

—-2
μεν ΑΕχ ΑΔ—ΑΔΛΔΧΔΕ- έζ δέ άλλΛ μέρους ΑΔχΔΙέ 

__2
=ΒΔΧΔΓ (πρό. 28)· λοίπον τέλος ΒΑχΑΓ—ΑΔ+ΒΔΧΔΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΛΒ'.

Θεώρημα.
Εις κάθό τρίγωνον ΑΒΓ (σχ. 134), τό ορθογώνιον ^ύο πίζυρών ΑΒ, 

ΑΓ, ίσούταε ρ,έ τό περιεχόριενον ορθογώνιον υπό της §ίν.ρ.ίτρου ΓΕ τού 
περιγεγραααένου κύκλου καί της έπί τήν τρίτην πλευρά ΒΓ άγορ.έντ;ς 
καθέτου ΑΔ.

Διότι, έπιζευχΘείσης της ΑΕ, τά τρ^ώνα ΑΒΔ, ΑΕΓ, ε’ναι 
ορθογώνια, τό μέν εις Δ, το δέ εις Α' περιπλέον ή γωνία Β
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—Ε*  άρα είναι 'όν.ο'.α ζαΐ δίδουν τήν άναλογίαν ΑΒ: ΓΕ:: ΑΔ: 
ΑΓ· έκ της οποίας ΑΒχΑΓ=ΓΕχΑΔ.

Πορεσμα. Έάν αί ίσα: αΰταί ποσότητες πολυπλασίασθώσίν 
έπϊ τήν ιδίαν ποσότητα ΒΓ, θέλομεν έχε: ΑΒχΑΓχΒΓ— 
ΓΕΧΑΔχΒΓ. Τώρα. ΑΔχΒΓ είναι τό διπλάσιου τής επι­
φάνειας του τριγώνου (προ. 6)*  λοιπόν τό γινόμενον τών 
τριών πλευρών τριγώνου τίνος είναι ίσον μέ τήν 
έπιφάνειάν του πό λυ πλ ασ ιασ θ εΐσαν έπϊ τον διπλά­
σιου τής διαμέτρου του περ ξεγραμμένου κύκλου.·

Τό γινόμενον τριών γραμμών καλείται ενίοτε στερεόν, 
δι αιτίαν τήν οποίαν ακολούθως θέλομεν ιδει. Ευκόλως δέ λαμ- 
βάνομεν ιδέαν τής τιμής του, έννοουντες ότι αί γραμμαϊ ανά­
γονται εις αριθμούς,' καί πολυπλασιάξουτες τούς περί ών δ λό­
γος αριθμούς. * #

Σχόλιου. ΓΙμπορούμεν νά άποδείξωμεν ωσαύτως οτι ή ε­
πιφάνεια ενός Τριγώνου ίσουτα: μέ τήν περίμετρόν 
του πολυπλασιασθεΐσαν έπι τό ήμίσυ τής άκτΐ- 
ν ο ς τού έ γ γ ε γ ρ. α μ μ έ ν ο υ χ ύ κ λ ο υ.

Διότι τά τρίγωνα ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΑΟΓ έχοντα τήν κορυφήν 
των >;οιυήν είς Ο, έχουν κοινόν ύψος τήν ακτίνα του έγγεγραμ- 
μόνου κύκλου*  άρα τό άθροισμα τούτων- τών τρίγωνων θέλει 
ισούται μέ τό άθροισμα τών, βάσεων ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ, πολυπλα- 
σίασθέν έπϊ τό ήμίσυ τής άκτινος ΟΔ’ λοιπόν ή επιφάνεια τού 
τρίγωνου ΑΒΓ είναί ίση μέ τήν ·περίμετρόν του πολυπλασία- 
σθεΐσαν έπϊ τό ήμίσυ τής άκτΐνος τού εγγεγραμμένου κύκλου. 
σχ. 87.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΑΓ'.

θ ε ώ ρ η μ α.
Είς κά(?5 τετ^άπ^ευ^ον ΒΑΓΔ, τδ οοΟογώνίον τών ούο

ώαγωνίων ΑΓ, ΒΔ, είναι ίσον ρ/ε τό άθροίσυ,α τών τών άκέ-
ναντι. ττλζυρόΓ^ είς τρόπον ώστε^ πγ. 135.

ΑΓ X ΒΔ — ΑΒ X ΓΔ 4- ΑΔ X ΒΓ.
Ας ληφθή τό τόξου ΓΟ=ΑΔ καί άς έπίζευχθή ή ΒΟ ή συ- 

ναπαντώσα τήν διάμετρον ΑΓ είς I.
Η Αγωνία ΑΒΔ=ΓΒΪ, έπείδή ή μέν έ'χεί μέτρον τό ήμίσυ 

τού ΑΔ, ή δέ τό ήμίσυ τού ΓΟ ίσου μέ τό ΑΔ. Αί γωνία: 
ΑΔΒ, ΒΓΙ είναί ίσαι ώς εγγεγραμμένα: ε-’ς τό αυτό τμήμα 
ΑΟΒ*  λοίπόν τό τρίγωνον ΑΒΔ είναι ομοίον μέ τό ΙΒΓ, καί 
έχομεν τήν αναλογίαν ΑΔ: Γί:: ΒΔ: ΒΓ· οθεν ΑΔχΒΓ
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=ΓΐχΒΑ. Λέγω δέ τώρα, οτι τό τρίγωνον ΑΕΙ εΐναι όμοιον 
μέ τό ΒΔΓ*  διότι δντος τού τόξου ΑΔ ίσου μέ τό ΙΌ, έάν 
προστεΟή είς άμφότερα τά μέρη ΟΔ, προκύπτει τό τόξον ΑΟ= 
ΔΓ*  λοιπόν ή γωνία ΑΒΙ=ΔΒΓ*  περιπλέον ή γωνία ΒΑΙ= 
ΒΔΓ, επειδή είναι έγγεγραμμέναι είς τό αυτό τμήμα*  λοιπόν 
τά τρίγωνα ΑΒΙ, ΔΒΓ εΐναι όμοια, και αί ομόλογοι πλευραί 
δίδουν τήν άύ^ογίαν ΑΒ:ΒΔ:: ΑΙ:ΓΔ*  όθεν ΑΒχΓΔ—ΒΔ 
ΧΑΙ.

ΠροσΟέτοντες δέ τά δύο εύρεΟέντα εξαγόμενα, και παρατη­
ρούσες ότι ΑΙΧΒΔ+Γ1ΧΒΔ= (ΑΙ+ΓΙ) ΒΔ—ΑΓχΒΔ, 
Οέλομεν έχει ΑΔχΒΓ4~ΑΒχΓΔζζζΑΓχΒΔ.

Σχόλιον. Κατά τον αυτόν δέ τρόπον ήμποροΰμεν νά άποδεί- 
ξωμεν και άλλο θεώρημα.έπι τού εγγεγραμμένου τετράπλευρου.

Τό τρίγωνον ΑΒΔ όμοιον μέ τό ΒΙΓ, δίδει τήν αναλογίαν 
..........ΒΔ:ΒΓ:ΑΒ:ΒΤ, όθεν επεται ΒΐχΒΔ^ΒΓΧΑΒ. Έαν 
δέ ένωθή ΓΟ, τό τρίγωνον ΙΓΟ, όμοιον μέ τό ΑΒ], Θέλει είναι 
όμοιον μέ τό ΒΔΓ, και διά τούτο ΒΔ :.ΓΟ:: ΔΓ: ΟΓ όθεν προ­
κύπτει' ΟΙΧΒΔ=ΓΟΧΔΓ, ή, επειδή ΓΟ=ΑΔ, ΟΐχΒΔ= 
ΑΔΧΔΓ. Προσθέτοντες τά δύο εξαγόμενα, καί παρατηρούντες 
οτι ΒΐχΒΔ+ΟίχΒΔ άγεται είς ΒΟχΒΔ, Οέλομεν έ'χει,

ΒΟ X ΒΔ=ΑΒ χ,ΒΓ+ΑΔ χ Δ Γ.
Έάν λη©θή ΒΠ=:ΑΔ, καί έπιζευχθή ή ΓΚΊΐ, Οέλομεν ευ- 

ρεΐ δι’ όμοιων συλλογισμών,
ΓΠΧΓΑ=ΑΒΧΑΔ4-ΒΓΧΓΔ. (1)

Άλλ’ επειδή τό τόξον ΒΠ είναι ίσον μέ τό ΙΌ, έάν προ- 
στεθή και είς τά δύο μέρη ΒΓ, Οέλομεν έχει τδ τόξον ΓΒΠ 
= ΒΓΟ*  άρα ή .χορδή ΓΠ είναι ίση μέ τήν χορδήν ΒΟ, καί 
επομένως τά ορθογώνια ΒθχΒΔ καί ΓΙΐχΓΑ εΐναι προς άλ- 
ληλα ώς ΒΔ προς ΓΑ*  άρα

ΒΔ: ΓΑ:: ΑΒχΒΓ~|-ΑΔχΔΓ: ΑΔχΑΒ-{-ΒΓΧΓΔ.
Λοιπόν αί δύο διαγώνιοι έγγεγραμμένου τίνος 

τετραπλεύρου είναι προς άλλη λ ας ώς τά άθροίσ-

(1) Τά τρίγωνα ΠΚΒ, ΑΒΓ είναι όμοια*  $ιότι η γωνία Αε=ΓΙ η γωνία 
ΑΓΒ±=ΠΒΔ· Οίότι ή έ'^εί ρ.ίτρο^ τό τού τς^ου ΑΠΒ· η 3ε τα 

τού τόξου ΠΑΔ «σου ^.ε τό ΑΠΒ· άοιττόυ και η τρίτη ΠΚ' Β=: ΑΒΓ“ 
άρΓΛ ΠΒ:ΠΚ'::ΑΓ:ΑΒ· όθε^ ΠΒχΑΒ=ΑΔχΑΒ—ΑΓ><ΠΚ'· πάλιν τό 
τρίγωνον ΔΓΚ είναι όαοιον ρ.ε τό ΑΒΓ*  (ίιότι η γωνίκ ΔΚΤτζζίΙΚΒζτ: 
ΑΒΓ*  η Δ~Λ- άρα καί ΔΓΚ“ΑΓΒ· 3(.ά τούτο ΓΔ : ΓΚ :: ΑΒ : ΒΓ λοιπόν 
ΓΔΧβΓςςζΓΚ. χΑΓ: προσθέτοντες τά εύοεύε^τα εξαγόμενα εύρίσκομεν τήν 
εις τό κείμενον έξίσωτιν. Ο, Μ.
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μα τα των ορθογωνίων των πλευρών, αιτινες τελετο- 
ν ο υ ν ε ί ς τ ά ά ζ ρ α τ ω ν.

Τα δυο. ταΰτα θεωρήματα ήμπορουν νά χρησιμεύσουν διά την 
ευρεσιν· των διαγωνίων, όταν αί πλευραί είναι γνωσταί.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΑΔ'. -

Θεώρημα.

Εστω Π σημεΐον εντός τού κύκλου επί Τ'<ς ακτίνας ΑΓ καί.
ας στψεΐόν τι Κ έκτος επί τίϊς προεκβολές τές ί^ας άκτΓνος εις 
τρόπον ώστε ΓΠ :ΓΑ :: ΓΑ: Πν έαν από όποιανοήποτε στιγμήν τές πε- 
_ρΐφερείας Μ α^/Θώσιν εις τάς όυο στιγμάς Π καί Κ αί εν^είαι ΜΠ, ΜΚ, 
λέγω ότι ώά κα9ε στιγαήν τέ; περινείας ό λόγος των ευθειών τούτων 
.θέλει είναι ό αυτός, καί θελορ,εν ε'^νει ΜΓΙ: ΜΚ.;: ΑΠ: ΑΚ. σ^. 13ο.

Διότι, Ιί ύποΟέσεως, έ'χομεν, ΓΠ: ΓΑ:: ΓΑ : ΓΚ’ αντί ΓΑ 
Θέτοντες ΓΜ, Οέλομέν έχει ΓΠ: ΓΜ:: ΓΜ : ΓΚ'λοιπόν,τά τρί­
γωνα ΓΠΜ, ΓΚΜ, έχουν μίαν γωνίαν ϊσηνΓ περιεχομένην με­
ταξύ πλευρών αναλογούν λοιπόν είναι ομοια (20, 3)' αρα ή τρί­
τη πλευρά ΜΠ είναι προς την τρίτην ΜΚ. ως ΓΠ προς ΤΜ ή 
ΓΑ. Άλλ’ή αναλογία Π1: ΓΑ;:: ΓΑ : ΓΚροίδει, έν διαιρέσει, 
ΓΠ: ΓΑ :: ΓΑ—ΓΠ : ΓΚ—ΓΑ, ή ΓΠ: ΓΑ:: ΑΠ: ΑΚ· λοιπον 
ΜΠ: ΜΚ':: ΑΠ: ΑΚ’εις τον αυτόν λόγον μέ τον ίδιον τρόπον 
ήθέλαμεν αποδείξει, οτι υπάρχουν αί εύθεΐαι ΜΉ, ΜΚ, Μ Π 
Μ"Κ ' ζ. τ. λ. .

-—’—-----------

ΙΙΡΟΒΑίΙΜΑΤΑ ΑΝΑΦΕΡΟΜΕΝΑ
* . ' Ε ί ς τ ό Γ\ β ι β λ ί ο ν.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α'.
ΙΝά διαφέσωμεν εύθεΐαν δεδομενην ε?ς δσα ίσα μέ^η. Οέλο- 

μεν,ή εις μέρη ανάλογα δεδομένων γραμμών.
1 .βν 'Άς προτεθη νά ,διαιρέσωμεν την γραμμήν ΑΒ εις πέντε 

ίσα μέρη  έζ του άζρου Α άς άχθή^ή απροσδιόριστος ΑΐΙ, και 
άφ’ οΰ ληφθγ) ΑΓ ίση μέ δποιονδήποτε μέγεθος, άς ©ερθή πεν­
τάδας έπι τής ΑΗ. Λς ένωθή ή τελευταία στιγμή διαιρέσεως Η 
ζαι το άζρον Β διά τής ΙΙΒ, έπειτα άς διχθή ή Π παράλληλος 
τής Ι1Β· λέγω οτι ΑΙ είναι το πέμπτον μέρος τής ΑΒ, ζαι 

*

Ο -



ούτω φερθείσης της ΑΙ πε^τάκις έπι ΑΒ, ή ΑΒ θέλει διπφεθη 
είς πέντε ίσα μέρη. σχ. 137.

Διότι, επειδή I I είναι παράλληλος τής ΗΒ, αί πλευραί Α1Ι, 
ΑΒ τέμνονται άναλδγως εις Γ καί I (προ. 15). Άλλα ΑΓ είναι 
το πέμπτον μέρος τής ΑΒ*  λοιπδν ΑΙ είναι τδ πέμπτον τής ΑΒ.

2 .ον Άς προτεθη νά διαιρεθή ή ΑΒ εις μέρη ανάλογα τών 
δεδομένων γραμμών Π, Κ, Ρ. Έκτου άκρου Α άς άγΟή απροσ­
διόριστος ΑΗ, άςληφθΐ) ΑΓ=Π, ΓΔ=Κ, ΔΕ=Ρ, άς' ένωθώσι 
τά άκρα Ε καί Β, καί διά τών σημείων Γ, Δ, άς άχθώσιν αί 
ΓΙ, ΔΚ. παράλληλοι τής ΕΒ· λέγω δτι ή ΑΒ διαιρείται εις 
μέρη ΑΙ, ΙΚ/, τΚ/Β ανάλογα τών δεδομένων γραμμών Π, Κ, Ρ. 
σχ. 138.

Διότι έξ αίτιας τών παραλλήλων ΓΙ, ΔΚ/, ΕΒ τά*μέρη  Αί, 
। ' ΙΚ/, ΚΒ είναι ανάλογα τών μερών ΆΓ, ΓΔ, ΔΕ (προ. 15)· έκ 

δέ τής κατασκευής ταυτα είναι ίσα μέ τάς δεδομένας γραμμάς 
Π, Κ, Ρ.
. . Π Ρ Ο Β Α Η Μ Α Β'.

Νά ευρωμεν τετάρτην άνάλογον τριών δεδομένων γραμαών
λ, β, γ. ~ \

Ας άγθώιτιν αί δύο απροσδιόριστοι ΔΕ, ΔΖ ύπδ δποιανδήποτε 
γωνίαν. Επί τής ΔΕ άς ληφθή ΔΔ±=Α καί ΔΒ—Β, έπι τής 
ΔΖ άς ληφθή ΔΓ=Η, άς ένωθή ΑΓ, καί διά τής στιγμής Β 
άς άχθη ή ΒΧ παράλληλος τής ΑΓ*  λέγω δτι ΔΧ είναι ή 
ζητουμένη τετάρτη ανάλογος: διότι, ούσης τής ΒΧ παραλλήλου 
τής ΑΓ, έγομεν τήν αναλογίαν ΔΑ: ΔΒ:: ΔΓ : ΔΧ. Τώρα οί 
τρεΐς πρώτοι δροι ταύτης τής αναλογίας είναι ίσοι μέ τάς τρεΐς 
δεδομένας γραμμάς· λοιπδν ΔΧ είναι ή ζητουμένη τετάρτη ά­
νάλογος. σχ. 139. *

• Πόρισμα. Παρομοίως ήθέλαμεν εύρη τρίτην άνάλογον δύο 
δεδομένων γραμμών Α, Β*  διότι αύτη άλλο τι δέν ήθελεν είναι 
παρά ή τετάρτη άνάλογος τών τριών γραμμών Α, Β, Β.

ΓΙ Ρ Ο Β Α Η Μ Α Γ'.
Νά ευρωμεν μέσην άνάλογον μεταξύ δύο δεδομένών γραμμών 

Α καί Β.
Έπι τής άπροσδιορίστου ” ΔΖ άς ληφθή ΔΕ=Α, καί ΕΖ= 

Β: έπί τής δλης ΔΖ ώς διαμέτρου, άς γραφθή ή ημιπεριφέρεια 
ΔΙΙΖ’ εις τήν στιγμήν Ε άς ύύωθή έπί τής διαμέτρου ή^ κά­
θετος ΕΗ, ήτις συναπαντά τήν περιφέρειαν εις ΙΓ λέγω δτι 
ΕΗ είναι ή ζητουμένη μέση άνάλογος. σχ. 140.
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Διότι ή φερομένη κάθετος άπδ έν σημεϊον της περιφέρειας έπ' 
της διαμέτρου είναι μέση ανάλογος μεταξύ τών δύο τμη­
μάτων της διαμέτρου (προ. 23)*  λοιπδν ΗΕ είναι μέση ανά­
λογος μεταξύ τών τμημάτων ΔΕ, ΕΖ, άλλα τά τμήματα ταυτα 
είναι ίσα μέ τάς δεδομένας γραμμάς Α και Β.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'.«γ
Νά διαιρέσωμεν τήν δεδομένην ευθείαν ΑΒ εις. δύο μέρη 

ώστε τδ μεγαλήτερον νά ήναι μέσον άναλογον μεταξύ τής δλης 
γραμμής καί του άλλου μέρους, σχ. 141.

Εις τδ άκρον Β τής γραμμής ΑΒ*  άς ύύωθ^ ή κάθετος ΒΓ 
ίση μέ τδ ήμισυ τής ΑΒ, έκ τής στιγμής Γ ώς έκ κέν­
τρου, . μέ άκτϊνα ΓΒ άς γραφθή περιφέρεια*  άς έπιζευχθή 
ΑΓ ήτις τέμνει τήν περιφέρειαν εις Δ, και άς ληφθή Α.Ζ=ΑΔ*  
λέγω δτι ή ΑΒ διαιρείται εις τήν στιγμήν Ζ κατά τδν ζητού- · 
μενον τρόπον, τουτέστι ώς ΑΒ: ΑΖ:: ΑΖ :ΖΒ.

Διότι ουσα ή ΑΒ κάθετος εις τδ άκρον τής άκτϊνος ΓΒ είναι 
εφαπτομένη*  και έάν προεκβληθή ΑΓ έως ού νά συναπαντήση 
έκ νέου τήν περιφέρειαν εις Ε, θέλομεν έ'χει ΑΕ: ΑΒ :: ΑΒ: ΑΔ 
(προ. 30)*  λοιπδν, έν διαιρέσει, ΑΕ—ΑΒ:ΑΒ::ΑΒ—ΑΔ: 
ΑΔ. Άλλ’ επειδή ή άκτίς ΑΓ είναι τδ ήμισυ τής ΑΒ, ή διά­
μετρος ΔΕ είναι ίση μέ τήν ΑΒ, και έπομένως ΑΕ-—ΑΒ= 
ΑΔ—ΑΖγ έχομεν ώσαύτως, επειδή ΑΖ—ΑΔ, ΑΒ-—ΑΔ—ΖΒ*  
λοιπδν ΑΖ: ΑΒ: : ΑΒ : ΑΔ ή ΑΖ*  λοιπδν άντιστρέφοντες 
θέλομεν έχει ΑΒ : ΑΖ:: ΑΖ : ΖΒ*  επειδή δέ ΑΒ> ΑΖ, διά τούτο 
καί ΑΖγ> ΖΒ*  λοιπδν ΑΖ είναι τδ μεϊζον τμήμα και ώς βλέ- 
πομεν είναι μέσον άναλογον μεταξύ τής όλης ΑΒ καί τού μι- 
κροτέρου τμήματος ΖΒ.

Σχόλιον. Τδ είδος τούτο τής διαιρέσεως τής γραμμής ΑΒ 
καλείται διαίρεσις' εις μέσον καί άκρον λόγον: θέλομεν ίδεΐ τάς ♦ 
χρήσεις της. Ήμπορόύμεν δέ νά σημειωσωμεν δτι ή διατέμνου- 
σα ΑΕ \διαιρείται εις μέσον καί άκρον λόγον εις τήν στιγμήν 
Δ*  διότι, έπειδή ΑΒ—ΔΕ, έχομεχ ΑΕ · ΔΕ :: ΔΕ: ΑΔ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ε'.
’Απδ δεδομένοι σημεϊον Α έντδς δεδομένης γωνίας ΒΓΔ, νά 

άχθη ή ΒΔ εις τρόπον ώστε τά μέρη ΑΒ, ΑΔ τά περιεχόμενα 
μεταξύ τού σημείου Α καί τών δύο πλευρών τής γωνίας νά ή­
ναι ίσα. σχ. 142.

Διά τής στιγμής Α άς άχθη ή ΑΕ παράλληλος τής ΓΔ, άς λη­
φθή ΒΕ—ΓΕ, καί άς άχθη ή ΒΑΔ, ήτις είναι ή ζητούμενη γραμμή.



Διότι, ούσης της ΑΕ παραλλήλου τής ΓΔ, έχομεν ΒΕ:ΕΓ:: 
ΒΑ:ΑΔ· τώρα ΒΕ—ΕΓ’ λοιπδν ΒΑ—ΑΔ.

Η Ρ Ο Β Α Η Μ Α ΣΤ.

Νά ζατασζευάσωμεν τετράγωνον ισοδύναμον μέ παραλληλδ- 
γραμον ή δεδομένον τρίγωνον.

ΐΛ' Έστω ΑΒΓΔ το δεδομένον παραλληλόγραμμόν, ΑΒ ή 
βάσις του, ΔΕ τδ ύψος του: άς ζητηθή μέση ανάλογος ΧΨ 
μεταξύ ΑΒ ζαι ΔΕ (προβλ. 3)· λέγω δτι τδ ζατασζευαζδμενον 
τετράγωνον - έπι τής ΧΨ ίσοδυναμέί μέ τδ παραλληλόγραμμόν 
ΑΒΓΔ. Διότι έζ τής ζατασζευής /χομεν ΑΒ : ΧΨ:: ΧΨ: ΔΕ*  

__ 2
λοιπδν ΧΨ==ΑΒΧΔΕ' άλλα ΑΒχΔΕ είναι τδ μέτρον τού

—2
παραλληλογράμμου, ζαι ΧΨ τδ τού τετραγώνου*  λοιπδν είναι 
ισοδύναμα, σχ. 143.

2.0ν Έστω ΑΒΓ τδ δεδομένον τρίγωνον, ΒΓ ή βάσις τού, 
ΑΔ τδ ύψος του : άς λησθή μέση ανάλογος μεταξύ ΒΓ ζαι- 
τού ήμίσεως τής ΑΔ, ζαι έστω ΧΨ ή μέση αύτη ανάλογος*  
λέγω δτι τδ ζατασζευαζδμενον τετράγωνον έπι τής ΧΨ ισοδύ­
ναμε! μέ τδ δεδομένον τρίγωνον ΑΒΓ. σχ. 144.

1 ' * — 2
Διότι, επειδή έχομεν ΒΓ: ΧΨ: :ΧΨ: ΑΔ, επεται δτι ΧΨ 

= ΑΒ Χ ΧΑΔ' λοιπδν τδ τετράγωνον τής ΧΨ ισοδύναμε! μέ 
τδ τρίγωνον ΑΒΓ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ζ'.

Έπι τής δεδομένης γραμμής ΑΔ νά ζατασζευάσωμεν ορθο­
γώνιον ΑΔΕΧ ισοδύναμον μέ τδ δεδομένον ορθογώνιον ΑΒΖΓ. 
σχ. 145. -

Άς ζητηθή τετάρτη ανάλογος τών τριών γραμμών ΑΔ, ΑΒ,, 
ΑΓ, ζαι έστω ΑΧ ή τετάρτη αύτη ανάλογος· λέγω δτι τδ ζα­
τασζευαζδμενον ορθογώνιον έπι ΑΔ ζαΐ ΑΧ ισοδύναμε! μέ τδ 
ορθογώνιον ΑΒΖΓ.

Διότι, έπειδή έχομεν ΑΔ: ΑΒ::ΑΓ: ΑΧ, άζολουθεΐ δτι.. 
ΑΔχΑΧ= ΑΒχΑΓ*  λοιπδν τδ ορθογώνιον ΑΔΕΧ ισοδύ­
ναμε! μέ τδ ορθογώνιον ΑΒΖΓ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Η.
Νά εύρωμεν εις γραμμάς τδν λδγον τού ορθογωνίου δύο δε­

δομένων γραμμών Α ζαι Β πρδς τδ ορθογώνιον δύο δεδομένων, 
γραμμών Γ ζαι Δ. σχ. 148.
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Έστω X 'τετάρτη ανάλογος των τριών γραμμών Β, Γ, Δ· λέγω 

# οτι ο λογος των ουο γραμμών Α και Α είναι ίσος, με τον των 
δύο ορθογωνίων Α X Β, Γ X Δ.

Διότι, επειδή έχομεν Β: Γ: : Δ: X, έπεται ότι Γχ Δ = 
ΒΧΧ’ λοιπόν Α><Β:ΓχΔ::Αχβ:ΒχΧ:: Α'ΧΧ.

Πόρισμα. Εις; εύρεσιν λοιπόν του λόγου των τετραγώνων 
των δεδομένων γραμμών Α και Γ, άς ζητήσωμεν τρίτην ανά­
λογου X των γραμμών Α και Γ, εις τρόπον ώστε Α:Γ;:Γ.’

X, και θέλομεν έχει Α:Γ::Α:Χ.
ΠΡΟΒΛΗΜΑ Θ'.

Νά ευρωμεν εις γραμμάς τον λόγον του γινομένου τριών 
δεδομένων γραμμών Α, Β, Γ, προς τό γινόμενον τριών άλλων 
επίσης δεδομένων Π, Κ9 Ρ. (1).'

’Ας ζητηθή τέταρτη ανάλογος X των τριών δεδομένων γραμ­
μών Π, Α, Β*  άς ζητηθή επίσης τετάρτη ανάλογος Ψ των 
τρών δεδομένων γραμμών Γ, Ι£, Ρ. ΑΙ- δύο γραμμαι X, Ψ 
θέλουν είναι μεταξύ των ώς τά. γινόμενα ΑχΒχΓ, ΙΐχΚχΡ.

Διότι, επειδή Π:Α::Β:Χ, έχομεν ΑχΒ=ΠχΧ, και, 
πολυπλασιασθέντων τών δύο μερών έπι Γ, ΑχΒχΓ=ΠΧ 
ΓχΧ*  ωσαύτως, επειδή Γ:Κ::Ρ:Ψ, έπεται ότι ΚχΡ=Γ 
χψ· και, μετά τόν πολυπλασιασμόν τών δύο μερών έπι Π*  
έχομεν Ιΐχΐ£χΡ=:ΠχΓχψ· λοιπόν τό γινόμενον ΑχΒ 
ΧΓ είναι- προς τό γινόμενον ΠχΚχΡ ως ΓχΐΐχΧ προς 

' ΠΧΓΧΨ, ή ώς X 'πρός Ψ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ.
Νά ευρωμεν τρίγωνον ισοδύναμον μέ δεδομένον πολύγωνον.
Πρέπει νά πασχίσωμεν. νά τρέψωμεν τό δεδομένον πολύγωνον 

εις άλλο ισοδύναμον, μιας πλευράς όλιγώτερον του δεδομένου, 
και τούτο πάλιν εις άλλο ισοδύναμον μιας πλευράς όλιγώτερον, 
καί ούτως εφεξής, έως ού τελευταΐον νά κατάντήσωμεν' εις ισο­
δύναμον τρίγωνόν τό οποίον θέλει είναι τό ζητούμενον.

Έστω λοιπόν ΑΒΓΔΕ τό δεδομένον πολύγωνον. ’Ας έπιζευχθή 
ή διαγώνιος ΓΕ, ήτις άραιρεΐ τό τρίγωνον ΓΔΕ*  έκ τής στιγ­
μής Δ άς 'άχθή ή ΔΖ παράλληλος τής ΓΕ έως ού νά συνα-

(1) ’Επει^ή ώς τό τριών ^ρααρ,ών ιτα-
ριστάνει ευ στερεού*  τούτο Ύ) ε-/.τώνητις τού παρόντος προβλήματος 
ώόναται νά άχΘή εις τήυ άζόλου^ου, Δεδομένων τών τριών ^αστάσεωυ 

'^ύο στερεών νά ευρωμεν τον λόγον τούτων εί; γραμμάς Ο. ΜΙ
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παντήση τήν Α Ε προεζβαλλομένην· άς έπιζευχθή ή ΓΖ, και τό 
πολύγωνον ΑΒΓΔΕ θέλει ίσοδυναμεϊ μέ τό πολύγωνον ΑΒΓΖ 
τό δποΐον εχει|μίαν πλευράν ολιγωτερον. ,

Διότι τά τρίγωνα ΓΔΕ, ΓΖΕ έχουν κοινήν βασιν την Γιε 
έχουν ωσαύτως τό ίδιον ύψος, διότι αί κόρυφαι των Δ, Ζ, ^κεΐν- 
ται επί μιας γραμμής ΔΖ, παραλλήλου, τής βασεως*  λοιπον τα 
τρίγωνα ταυτα είναι ισοδύναμα. Προσθετοντες και εις τα δυο μέ­
ρη τό σχήμα ΑΒΓΕ, έχομεν εξ ενός μέρους τό πολύγωνον ΑΒ1 ΔΕ, 
ζαί έζ του άλλου τό πολύγωνον ΑΒΓΖ, τα οποία είναι ισοδύναμα.

Παρομοίως δυνάμεθα] νά άφαιρέσωμεν τήν γωνίαν Β άντικά- 
θιστώντες αντί του τριγώνου ΑΒΓ το ισοουναμ,ον ΑΗΙ, και 

’ ούτως τό πεντάγωνον ΑΒΔΕ θέλει τραπη εις ισοδύναμον τρίγω­

νον ΗΓΖ. σχ. 146.
■ 'Ο αυτός τρόπος εφαρμόζεται εις κάθε άλλο σχήμα· οιοτι 

δλιγοστεύοντες κάθε φοράν τον αριθμόν τών πλευρών, θ|ίλομ.εν 
καταντήσει τέλος εις τό ισοουναμον πριγωνον.

Σχόλιον. Είοομεν (πρόβ. 6) ότι κάθε*  τρίγωνον^ δύναται νά 
τραπη εις ισοδύναμον, τετράγωνον. Ουτω πάντοτε είναι όυνατον 
νά εύρεθή τετράγωνον ισοουναμον με οεοομενον ευθυγραμμον 
σχήμα*  τούτο δέ καλείται τετράγωνιζειν το ευθυγραμμον 
σχήμα, ή εύρίσκειν τον τετραγωνισμόν αυτού.

Τό πρόβλημα τού τετραγωνισμού τού ζυζλου συνωταται 
εις τήν είίρεοιν τετράγωνου ισοδυνάμου με κύκλον δεδομένης 

διαμέτρου.
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ^

ίσον μέ τό άθροισμα ή τήν· 

τών δεδομένων τετραγώνων.
1.0ν Έάν πρέπη νά ευρωμεν τετράγωνον ίσον μέ τό. άθροισμα 

τούτων τών τετραγώνων, άς φερθώσι προς δρθας αι απροσδιό­
ριστοι ΕΔ, ΕΖ*  άς ληφθή ΕΔ=ςΑ και ΕΗ=Β, άς έπιζευχθή ΔΗ, 
καί ΔΗ θέλει είναι ή πλευρά τού ζήτουμένου τετραγώνου, σχ. 147.

Διότι οντος τού τριγώνου ΔΕΗ ορθογωνίου, τό έπι τής ΔΗ 
κατασκευαζόμ,ενον τετράγωνον ίσούται με το άθροισμά τών επι 
ΕΔ καί ΕΗ κατασκευαζομενών.

2.0ν Έάν δέ πρέπη νά ευρωμεν τετράγωνον ίσον μέ την δια­
φοράν δεδομένων τετραγώνων, άς σχηματισθή ωσαύτως η ορθή 
γωνία ΖΕΘ, άς ληφθή ΗΕ ίση μέ \ήν ’ μιζροτέραν των πλευ­
ρών Α καί Β*  έζ τής στιγμής Η ώς έζ κέντρου, μέ ακτίνα 
ΗΘ ίσην μέ τήν άλλην πλευράν, άς γραφθή τόξον, το οποίον 

Να ζατασζευασωμεν τετράγωνον 
διαφοράν δύο δεδομένων τετραγώνων 

Έστωσαν Α ζαί Β αί πλευραί
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τέμνει ΕΘ εις β*  λέγω δτι τδ τετράγωνον της ΕΘ ίσούται μέ 
τήν διαφοράν τών τετραγώνων τών γραμμών Α και Β.

Διότι τδ τρίγωνον ΗΕΘ είναι ορθογώνιον, ή υποτείνουσα ΗΘ 
=Α, ζαι ή πλευρά ΗΕ—Β*  λοιπδν τδ τετράγωνον τής ΕΘ κ. τ. λ.

Σχόλιον. Μέ τδν ί3ιον τρόπον ήμπορουμεν νά ευρωμεν 
τετράγωνον ίσον μέ τδ άθροισμα όσων θέλομεν τετραγώνων 
διότι μέ τήν αυτήν κατασκευήν μέ τήν οποίαν άνάγομεν δύο εις 
εν, άνάγομεν τρία εις δύο, καί τά δύο ταυτα εις εν, καί ούτω 
διά τά άλλα. Τδ αύτδ ήθελεν υπάρχει εάν μερικά τών τετρα­
γώνων έ'πρεπε νά άφαιρεθουν άπδ τδ άθροισμα τών άλλων.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΒ'.
Νά κατασκευάσωμεν τετράγωνον τδ δποΐον νά έγη λόγον 

•πρδς τδ δεδομένον ΑΒΓΔ, ον ή γραμμή Μ πρδς τήν γραμμήν 
Ν. σχ. 150.

Έπ? τής απροσδιορίστου ΕΗ, άς ληφ&ή ΕΖ=Μ καί ΖΗ­
Ν*  επί τής ΕΗ ώς διαμέτρου, άς γραφθή ημιπεριφέρεια, καί 
εις τήν στιγμήν Ζ άς ύψωθή έπι τής διαμέτρου ή κάθετος ΖΘ. 
Α’πδ τήν στιγμήν Θ άς άχθώσιν αί χορδαί ΗΘ, ΘΕ αίτινες 
άς προεκβληθώσιν άπροσδιορίστως: επί τής πρώτης άς ληΦθή ΘίΑ 
ίση μέ τήν πλευράν ΑΒ του δεδομένου τετραγώνου, καί έκ τής 
στιγμής Κ άς άχθή ή ΙίΤ παράλληλος τής ΕΗ*·  λέγω ότι ΘΙ 
είναι ή πλευρά του ζητούμενου τετραγοδνου.

Διότι, έξ αίτιας τών παραλλήλων Κ/Ι, ΗΕ, έχομεν ΘΙ: 
__ 2 -Φ2 __ 2 __ 2

ΘΚ'::ΘΕ:ΘΗ' λοιπδν ΘΙ:ΘΚ': :ΘΕ:ΘΗ: άλλ εις τδ ορθο­
γώνιον τρίγωνον ΕΘΗ (πρό. 23), τδ τετράγωνον τής ΘΕ είναι 
πρδς τδ τετράγωνον τής ΘΗ ώς τδ τμήμα ΕΖ πρδς τδ τμή-

—2 —2
*μα ΖΗ, ή ώς Μ πρδς Ν, λο,ιπδχ ΘΙ:ΘΚ'::Μ:Ν. ’Αλλά 
^ζ=ζΑΒ*  λοιπδν τδ τετράγωνον τής ΘΙ είναι πρδς τδ τετράγωνον 
■τής ΑΒ ώς Μ πρδς Ν.

ΠΡΟΒΑ Η Μ Α ΙΓ .-Τ

Έπι τής πλευράς ΖΗ, ομολόγου τή ΑΒ, νά γράώωμεν πο­
λύγωνον δμοιον τώ δεδομένω ΑΒΓΔΕ. σχ. 129.

Εις τδ δεδομένον πολύγωνον άς έπιζευχθώσιν αί διαγώνιοι ΑΓ, 
ΑΔ, εις τήν στιγμήν Ζ άς γένη ή γωνία ΗΖΘ = ΒΑΓ, καί εις τήν 
-στιγμήν Η ή γωνία ΖΗΘ = ΑΒΓ*  αί γραμμαί ΖΘ, ΗΘ, τέμνον- 
-ται εις Θ, καί ΖΗΘ είναι τρίγωνον δμοιον μέ τδ ΑΒΓ: ώσαύ- 
τως επί τής ΖΘ, ομολόγου τή ΑΓ, άς κατασκευασθή τδ τρί­
γωνον ΖΙΘ δμοιον τώ ΑΔΓ, καί έπι τής ΖΙ ομολόγου τή ΑΔ, 
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άς χατασζευασθή τδ τρίγωνον ΖΙΚ ομοιον τώ ΑΔΕ. Τό πολύ­
γωνον ΖΗΘΙΚ’ είναι τό ζητούμενον ομοιον τώ ΑΒΓΔΕ.

Διότι τά δύο ταύτα πολύγωνα σύγζεινται άπό τον αυτόν α­
ριθμόν τριγώνων όμοιων ζαι ομοίως ζειμένων (προ. 26).

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΔ;
Δεδομένων δύο όμοιων σχημάτων, νά ζατασζευασθή σχήμα δ- 

μοιον ίσον μέ τό άθροισμα ή τήν διαφοράν ίων.
’ίΕστωσαν Α ζαι Β δύο ομόλογοί πλευραί τών δεδομένων σχη­

μάτων, άς ζητηθή τετράγωνον ίσον μέ τό άθροισμα ή τήν δια­
φοράν τών τετραγοόνων τών Λ καί Β*  έστω X ή πλευρά τούτου 
του τετραγώνου, X θέλει $ιναι εις τό ζητούμενον σχήμα ή όμό- 
.λογος πλευρά τη Α ζαι Β εις τά δεδομένα σχήματα. Ακολού­
θως τό σχήμα κατασκευάζεται διά τού προλαβόντος προβλή­
ματος.

Διότι τά δμοχα σχήματα €ίναι ώς τά τετράγωνα τών δμολό- 
γων πλευρών. Τώρα τδ τετράγωνον τής πλευράς X είναι ίσον 
μέ τό άθροισμα ή τήν διαφοράν τών ζατασζευαζομένων τετρα- 
γώνων επί τών ομολόγων πλευρών Α ζαι Β*  λοιπόν τδ τετρά­
γωνον τής πλευράς X είναι ίσον μέ τδ άθροισμα ή τήν διαφο­
ράν τών ζατασζευαζομένων όμοιων σχημάτων έπί· τών πλευρών 
Α ζαι Β.

' ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΕ'.

Νά ζατασζευάσωμεν σχήμα ομοιον μέ δεδομένον, ζαι τδ-ό­
ποιον νά εχη πρδς τούτο τδ σχήμα λόγον δεδομένον, ζαι τδ ο­
ποίον Μ πρδς Ν.

νΕστω Α μία τών πλευρών τού δεδομένου σχήματος, X ή 
ομόλογος πλευρά εις τδ ζητούμενον επειδή τά δύο ταύτα σχή­
ματα πρέπει νά ήναι δμοια, ζαι τά όμοια σχήματα είνα*  ως τά 
τετράγωνα τών ομολόγων πλευρών*  διά τούτο τδ τετράγωνον 
τής X ανάγκη νάήναι προς τδ τετράγωνον τής Α ώς Μ πρδς 
Ν*  ευρίσζομεν λοιπόν X διά τού προβλήματος ΙΒ'*  γνωστής τής 
X, τδ υπόλοιπον έκτελεΐται διά του ΙΓ' προβλήματος.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΣΤ.

Νά ζατασζευάσωμεν σχήμα ομοιον μέ τδ σχήμα Π ζαι ισο­
δύναμον μέ τδ σχήμα Κ. σχ. 151.

Ζητοΰμεν τήν πλευράν Μ τού ισοδυνάμου τετραγώνου μέ τδ 
σχήμα Π, καί τήν πλευράν Ν τού ισοδυνάμου τετραγώνου μέ 
τδ σχήμα Κ*  ευρίσζομεν ακολούθως μίαν τετάρτην άνάλογον X

6
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τών γραμμών Μ, Ν, ΑΒ αίτινες είναι δεδομέναΓ·έπί της πλευ­
ράς X, ομολόγου τη ΑΒ, άς γραφθή σχήμα δμοιον μέ τό σχή­
μα Π· λέγω δτι θέλει είναι προσέτι ισοδύναμον μέ τό σχήμα Κ.

Διότι ζαλούντες Ψ τό έπί της πλευράς X αναγραφόμενου 
— 2·— 2

σχήμα, Θέλομεν έχει Π : Ψ :ΑΒ: X. · άλλ’ έχ' τής κατασκευής 
—2 222 22

ΑΒ:Χ:.:Μ:Ν, ή ΑΒ:Χ::Μ:Ν· λοιπόν ΙΙ:Ψ::Μ:Ν.
2 2

Α’λλ’ έκ τής κατασκευής έχομευ Μ = Π καί Ν — Κ' ^λοιπού 
Π : Ψ: : Π : Κ’ λοιπόν Ψ Κ.· άρα τό σχήμα Ψ είναι δ- ■ 
αοιον μέ τό σχήμα ΓΙ, καί ισοδύναμον μέ τό· σχήμα Κ.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΖ'. ’
Νά κατασζευάσωμευ ορθογώνιον ισοδύναμον μέ τό δεδομένου 

τετράγωνον Γ, και τού όποιου αί προσκείμευαι πλευραί νά κά- 
μυουν δεδομένου άθροισμα ΑΒ. σχ. 1ο2.

Έπί τής ΑΒ, ώς διαμέτρου, άς γραφθή ήμιπεριφέρεια· έκ τής 
στιγμής Α άς ύψωθή μία κάθετος έπί τήν ΑΒ, καί άφ’ ου λη­
φθή έπί τής καθέτου ή ΑΔ ίση μέ τήν πλευράν τού δεδομένου 
τετραγώνου Γ, άς ,άχθή'ή ΔΕ παράλληλος τή ΑΒ. Άπό τήν 
στιγμήν Ε, όπου ή παράλληλος τέμνει τήν περιφέρειαν άς κατε- 

' βασθή έπί τής διαμέτρου ή κάθετος ΕΖ· λέγω δτι ΑΖ καί ΖΒ' 
εΐναι αί πλευραί τού ζητουμένου ορθογωνίου· διότι τό άθροισμά 
των είναι ίσον μέ ΑΒ καί τό ορθογώνιόν των ΑΖ X ΖΒ είναι 
ίσον μέ τό τετράγωνον τής ΕΖ (πρό. 23}, ή μέ τό τετράγωνον 
τής ΑΔ· λοιπόν τό ορθογώνιον τούτο είναι ισοδύναμον μέ τό 

' δεδομένου τετράγωνον Γ.
Σχόλιου. Διά νά ήναι τό πρόβλημα δυνατόν, πρέπει τό 

διάστημα ΑΔ νά μή ύπερβαίνη τήν ακτίνα, τουτέστιν ή πλευρά 
τού τετραγώνου Γ νά μή ύπερβαίνη τό ήμισυ τής γραμμής ΑΒ. (1).

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΗ'.
Νά κατασζευάσωμευ ορθογώνιον ισοδύναμον μέ τετράγωνον Γ, 

ζαί τού όποιου αί προσκείμεναι πλευραί νά έχουν μεταξύ των 
τήν δεοομένην διαφοράν ΑΒ. σχ. 153.

/ 1) Το δριον Λοιπόν τού προβλήματος είναι όταν ή πλευρά τού τε­
τραγώνου είναι "ίση με τό ήμισυ τού ΰεοομ.ενου αθροίσματος^ καί τότε 
τό κατα σκευαζόμενου ορθογώνιον είναι εις την μεγίστην του κατάστασιυ 
εις τό όριον τούτο η φερομένη παράλληλος τη ΑΒ άπτεται της περιγε- 
ρείας. ϊΠραν τούτου τού ορίου τό πρόβλημα ν.ατασταίνεται. ανύπαρκτον 
διότι δέν υπάρχει πλέον κοινόν σημείον ριε την ιρεροριένην παράλληλον και 
τ^ν πεοι^εοείαν. Ο*  'Μ.
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Έπί της δεδομένης ΑΒ, ως διαμέτρου, ας γοαφθη πεφιφέφεια· 
ας·τδ άζρον της διαμέτρου άς άχθη ή εφαπτομένη ΑΔ ίση μέ 
τήν πλευράν του τετραγώνου Γ : άς ένωθή ή ΔΟ ζαί άς προεζ- 
βληθή έως ου νά συναπαντηση τήν περιφέρειαν εις Ε*  λέγω δτι 
ΔΕ ζαι ΔΖ είναι αί προσζείμεναι πλευραι του ζητούμενου .ορ­
θογωνίου.

Διρτι 1.°*  ή διαφορά των πλευρών τούτων είναι ίση μέ τήν 
διάμετρον ΕΖ ή ΑΒ. 2,®*  τδ ορθογώνιον ΔΕΧΔΖ είναι ίσον μέ

ΑΔ (προ. 30)· λοιπόν τό ορθογώνιον τούτο ισοδύναμοι μέ το 
δεδομένου τετράγωνον Γ.

■ · ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΘ'.
Νά ευοωμεν τό κοινόν μέτρον, εάν ύπάρχη, μεταξύ της δια­

γώνιου κ^ι της πλευράς του τετράγωνου.,
ΊΕστω ΑΒΓΗ δπσιονδήποτε τετράγωνον, ΑΓ ή διαγώνιος του. 

σχ. 154.
Επειδή ΑΓ ώς πλαγία είναι μεγαλητέρα τής ΓΒ ώς καθέ­

του, ποέπει νά φέρωμεν ΓΒ έπι ΓΑ τοσάκις δσάζις είναι δυ­
νατόν νά περιέχεται . (προβλ. 17. βιβλ. 2), ζαι προς τούτο άς 
γραφθή έζ του κέντρου Γ μέ τήν ακτίνα ΓΒ τό ημικύκλιον ΑΒΕ, 
βλέπωμεν ότι ΓΒ περιέχεται μίαν φοράν εις ΑΓ μέ τά'ύπολοιπον 
ΑΔ’ το εξαγόμενόν λοιπόν τής πρώτης εργασίας είναι τό πηλί- 
χον 1 μέ τό υπόλοιπόν ΑΔ, τό όποιον πρέπει νά συγκρίνωμεν 
μέ ΒΓ ή μέ τήν ίσήν της ΑΒ. .

Ήμπορουμεν νά λάοωμεν ΑΖ=ΑΔ, καί νά φέρωμεν ΑΖ επί 
ΑΒ*  ήθέλαμεν ευρει οτι περιέχεται δις μέ υπόλοιπον : πλήν επει­
δή τό υπόλοιπον τούτο καί τά ακόλουθα προβαίνουν σμιζρυνον- 
τα, καί διά τήν σμικρότητά των4 αμέσως ήθελον γένη ανεπαίσθη­
τα, ή ανωτέρω πράξις δέν ήθελεν είναι παρά ατελές μηχανι­
κόν μέσον, οθεν τίποτε δέν ήθέλαμεν ήμπορέσει να συμπεράνωμεν, 
ώστε νά αποφασίσω μέν, εάν αί ^ραμαΊ ΑΓ, ΓΒ έχουν ή δέν έχουν 
μεταξύ των κοινόν μέτρονόιλλ ρπάργει μέσον άπλουστατον νά 
άποφύγωμεν τάς μειουμένας γραμμάς, και νά μήν έργαζώμεθα μό­
νον. έ;ζί γραμμών, αί δποΐαι μένουν πάντοτε του ίδιου μεγέθους.

Τφ όντι, ουσης τής γωνίας ΑΒΓ ορθής, ΑΒ είναι έφαπτο- 
μενη, και Αΐί οιατεμνουσα ηγμενη εκ του ιοιου σημείου, εις τρό­
πον ώστε έγομεν (πρό. 30) ΑΔ : ΑΒ: ϊ ΑΒ: ΑΕ. Ούτως εις τήν 
δευτέραν εργασίαν, εις τήν οποίαν πρόκειται νά συγκρίνωμεν ΑΔ. 
μέ ΑΒ, ήμπορουμεν άντι του λόγου τής ΑΔ πρός ΑΒ, νά λά- 
βωμεν τον τής ΑΒ πρός ΑΕ : Τώρα ΑΒ ή ίση της ΓΔ -περιέ- 



84
χεται οΐς είς ΑΕ μέ τδ υπόλοιπον ΑΔ· λοιπδν τδ εξαγόμενον 
τής δευτέρας εργασίας είναι τδ πηλίζον 2 μέ τδ υπόλοιπον ΑΔ 
τδ δποΐον πρέπει νά συγζρίνωμεν μέ ΑΒ.

Ή τρίτη εργασία, ήτις συνίσταται είς τήν σύγζρισιν τής ΑΔ. 
μέ ΑΒ, άγεται ωσαύτως είς τήν σύγζρισιν τής ΑΒ ή τής ίσης 
της ΓΔ μέ ΑΕ, ζαΐ άζόμη έχομεν πηλίζον 2 ζαΐ υπόλοιπον ΑΔ.

- Τώρα επειδή είς δλας ταύτας τάς εργασίας ζαΐ τάς άζολού- 
6ους έργαζόμεθα έπι τών αυτών ποσοτήτων, διά τούτο θέλομεν 
έχει τδ αύτδ εξαγόμενον δηλαδή πηλίζον 2 ζαι υπόλοιπον ΑΔ, 
ζαΐ όσον ζαΐ αν προεζτείνωμεν τήν εργασίαν πάντοτε τδ αυτδ 
πηλίζον ζαΐ τδ αυτδ υπόλοιπον ΑΔ εύρίσζομεν επειδή λοιπδν 
πάντοτε εύρίσζομεν τδ αυτδ υπόλοιπον του ίδιου μεγέθους, ή ερ­
γασία δέν τελειόνει ποτέ· διότι ποτέ δεν εύρίσζομεν υπόλοιπον μη­
δέν. Διζαίως λοιπδν ήμποροΰμεν νά συμπεράνωμεν ότι δέν υπάρχει 
ζοινδν μέτρον μεταξύ τής διαγώνιου ζαΐ τής πλευράς τού τετρα­
γώνου : άλήθεια γνωστή ζαΐ έζ τής άριθμητιζής (διότι αί γραμ- 
μαΐ αύται είναι μεταξύ των :: 2:1 ήγουν εις λογον ασύμ­
μετραν (πρ. 11), πλήν άποζαθίσταται σαφεστάτη διά τής γεω- 
μετριζής λύσεώς.

Σχόλιον. Αδύναμον λοιπδν είναι νά εύρωμεν είς αριθμούς 
τδν ακριβή λόγον τής διαγώνιου πρδς τήν πλευράν τού τετράγω­
νου· άλλ’ ήμπορουμεν νά πλησιάσωμεν τοσουτον Οσον θελομεν δια· 
τού συνεχούς πλάσματος τδ όποιον είναι ίσον μέ τούτον τδν λό­
γον. Ή πρώτη έργασία έδωζε διά πηλίζον Γ ή δεύτερα ζαΐ ολαι. 
αί άλλαι έπ’άπειρον _δίδουν 2 : Ούτως τδ περί ου δ λόγος κλάσμα, 
είναι.... — . '

1 + τ

-|~ ζ. τ. λ. έπ’ άπειρον.
Παραδείγματος χάριν, έάν λογαριάσωμεν τούτο τδ ζλάσμα 

μέχρι τόΰ τετάρτου ορού, εύρίσζομεν οτι ή τιμή του είναι 1 
ή ?_£· είς τρόπον ώστε ό ώς έγγιστα λόγος τής διαγώνιου πρδς 
τήν πλευράν τού τετραγώνου είναι:: 41: 29. Ηθέλαμεν εύρεϊ 
πλέον ώς έγγιστα λόγον, λογαριάζοντες μεγαλήτερον άριθμδν όρων..
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ΒI Β Λ I Ο Ν Δ'.

ΤΑ ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ .
ΚΑΙ ΤΟ ΜΕΤΡΟΝ ΤΟΪ ΚΥΚΛΟΥ.

Ό ρ ι σ [Λ ό ς.

Γο πολύγωνον τό όποιον ένταύτώ είναι ισογώνιον και Ισόπλευ­
ρον, καλείται κανονικόν πολύγωνον.

Υπάρχουν κανονικά πολύγωνα κάδε αριθμού πλευρών. Ιο 
ισόπλευρον τρίγωνον είναι τό κανονικόν πολύγωνον τριών πλευρών 
και τό τετράγωνον, τό τών τεσσάρων.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ α;
Θ ε ώ ρ η [Λ α.

Δύο κανονικά πολύγωνα τού ίδίου άριθμςύ πλευρών είναι δύο 
όμοια σχήματα, σχ. 155.

"Εστωσαν, παραδείγματος χάριν, τά δύο κανονικά έξάγωνα ΑΒ- 
ΓΔΕΖ, αβγδεζ*  το άθροισμα τών γωνιών είναι τδ αύτδ και εις τά 
δύο σχήματα, ίσούται δέ μέ οκτώ γωνίας ορθάς (28, 1). Ή γω­
νία Α εΐναι τδ εκτον μέρος τούτου τού αθροίσματος ώς και ή γω­
νία α*  λοιπδν αι δύο γο^νίαι Α και α είναι ίσαι*  .επομένως τδ αύτδ 
υπάρχει διά τάς γωνίας Β και β, Γ και γ, κ. τ. λ.

Περιπλέον, επειδή έκ τής ρύσεως τών πολυγώνων τούτων αί 
πλευραί ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ κ. τ. λ., είναι ίσαι, καθώς καί αί αβ, βγ, γδ 
κ. τ. λ. ρανερδν είναι οτι έχομεν τάς αναλογίας ΑΒ : αβ:: ΒΓ: βγ:: 
ΓΔ: γδ, κ. τ. λ. λοιπδν τά δύο σχήματα περί τών οποίων δ λόγος 
έχουν τάς γωνίας ίσας και τάς δμολόγους πλευράς ανάλογους*  
είναι λοιπδν δμοια (δρ. 2. βιβ. 3).

Πόρισμα. Αί περίμετροι δύο κανονικών πολυγώνων του αυ­
τού αριθμού πλευρών είναι πρδς άλλήλας ώς αί δμόλογοι πλευραί, 
αί δέ έπιφάνειαί των ώς τά τετράγωνα τών ίδιων τούτων πλευρών 
(27’3); /

Σ χ ό λ ι ο ν. Ή γωνία κανονικού πολυγώνου προσδιορίζεται άπδ 
τδν αριθμόν τών πλευρών του ώς ή τού ισογωνίου πολυγώνου 
(20, 1).
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1 IIΡ Ο ΤΑΣ ΙΣ Κ

Θ ε ώ ρ η μ α.

Κάθε κανονικόν πολύγωνον δύναται νά έγγραφθή, καί νά περί- 
γραφθή εις τδν κύκλον.

*Εστω ΑΒΓΔΕ χ. τ. λ., τδ περί ου ο λδγος πολύγωνον*  άς 
φαντασθώμεν δτι διέρχεται περιφέρεια διά τών τριών σημείων Α,. 
Β, Γ*  έστω Ο τδ κέντρον της, και ΟΙί ή φερομένη κάθετος εις τδ 
μέσον της πλευράς ΒΓ' άς έπιζευχθώσιν αί ΑΟ, ΟΔ·

Τά τετράπλευρα ΟΠΓΔ, ΟΠΒΑ ήμπορούν νά έπιτεθώσι: τώ 
δντι η πλευρά ΟΙΙ είναι κοινή, ή γωνία ΟΠΓ=:ΟΓίΒ, διότι είναι 
δρθαί’ λοιπδν ή πλευρά ΠΓ θέλει εφαρμόσει μέ τήν ίσην της ΠΒ, 
και τδ σημεϊον Γ θέλει πέσει εις τδ Β*  περφπλέον έκ τής φύσεως 
του πολυγώνου, ή γωνία ΙΙΓΔ—ΠΒΑ, λςιπδν ΓΔ θέλει λάβει 
τήν διεύθυνσιν ΒΑ, καί. επειδή ΓΔ=ΒΑ, ή στιγμή Δ θέλει πέσει 
εις Α, και τά δύο τετράπλευρα εντελώς θέλουν εφαρμόσει. Τδ 
απόστημα λοιπδν ζ)Δ είναι ίσον μέ ΑΟ, καί επομένως ή διερχο- 
μένη περιφέρεια διά τών τριών σημείων Α, Β, Γ θέλει διέλθει ωσαύ­
τως διά τού Δ: · αλλά, δι’ δμοίου συλλογισμού, δείξομεν δτι ή 
διερχομένη περιφέρεια διά τών τριών κορυφών Β, Γ, Δ, θέλει ίιέλ- 
θει διά τής ακολούθου κορυφής Ε, και ούτως εφεξής*  ή αυτή λοιπδν 
περιφέρεια ή διερχομχνη-διά τών σημείων Α, Β, Γ,. διέρχεται δι’ 
όλων τών κορυφών τών γωνιών τού πολυγώνου, και τδ πολύγωνον 
έγγράφεται εις ταύτην τήν περιφέρειαν.

Διά νά άποδείξωμεν τδ δεύτερον * μέρος τής προτάσεως, > άς πα- 
ρατηρήσωμεν δτι δλαι αί πλευραί ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, κ. τ. λ, ώς πρδς 
τήν είρημένην περιφέρειαν είναι χορδαΐ ίσαι*  ισάκις λοιπδν άπέχου- 
σι τού κέντρου (8, 2)*  έάν λοιπδν έκ τής στιγμής Ο, ώς έκ κέντρου, 
μέ άκτϊνα τήν ΟΠ, γραφθή περιφέρεια, αύτη Θέλει άπτεται τής 
πλευράς ΒΓ και έκάστης τών άλλων πλευρών τού πολυγώνου, εις 
τήν στιγμήν τής ήμισεία^’ και θέλει είναι έγγεγραμμένη εις τδ 
πολύγωνον, ή τούτο περιγεγραμμένον εις εκείνην.

Σχόλιον Α'. Τ1 στιγμή Ο, κοινδν κέντρον τού εγγεγραμμέ­
νου καί περΐγεγραμμένου κύκλου, ήμπορεΐ νά θεωρηθή ομοίως ώς 
τδ κέντρον τού πολυγώνου, και διά τούτο καλείται γωνία εις 
,τδ κέντρον, ή γωνία ΑΟΒ σχηματιζομένη άπδ τάς δύο ακτί­
νας ήγμένας εις τά άκρα τής ιδίας πλευράς ΑΒ.

Επειδή δλαι αί χορδαι ΑΒ,·ΒΕ κ. τ. λ. είναι ίσαι, φανερόν είναι, 
δτι δλαι αί γωνίαι εις τδ κέντρον είναι Γσάι, καί ούτως ή τ.ιμή’ εκάπ 
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στης εδρίσκεται διαιρουμένων τεσσάρων ορθών γωνιών διά του 
αριθμού τών πλευρών του πολυγώνου.

Σχόλεον Β'. Διά τήν εγγραφήν κανονικού πολυγώνου άρι- 
θμού τίνος πλευρών ςίς δεδομένην περιφέρειαν, άλλο δεν απαιτεί­
ται παρά ή διαίρεσες τής περιφέρειας είς τόσα ίσα μέρη οσας 
πλευράς πρέπει νά έγη τδ πολύγωνον· διότι, όταν τά τόξα.ήναι 
ίσα, αί χορδαι ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, κ. τ. λ. Θέλουν είναι ίσαι*  τά τρίγω­
να ΑΒΟ, ΒΟΓ, ΓΟΔ ζ. τ. λ. ωσαύτως θέλουν είναι ίσα, ώς ισό­
πλευρα μεταξωτών λοιπόν δλαι αί γωνίαι ΑΒΓ, ΒΓΔ, ΓΔΕ, 
κ. τ. λ. Θέλουν είναι ίσαι· τδ σχήμα άρα ΑΒΓΔΕ, κ. τ. λ. θέλει 
είναι κανονικόν πολύγωνον σχ. 158.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.4-

Πρόβλημα.

Νά έγγράψωμεν τετράγωνον είς.δεδομένην περιφέρειαν..
’Ας άςωμεν πρδς δρθάς δύο διαμέτρους ΑΓ, ΒΔ· άς ένώσωμεν 

τά άκρα Α, Β, Γ, Δ, και τδ σχήμα ΑΒΓΔ --είναι τδ έγγεγραμμέ- 
νον τετράγωνον : δ^τ.ι επειδή αί γωνίαι ΑΟΒ, ΒΟΓ, κ. τ. λ. είναι 
ίσαι, αί χορδαΐ ΑΒ, ΒΓ, κ. τ. λ. είναι ίσαι. σχ. 157.

• Σνόλιον. Επειδή τδ τρίγωνον ΒΟΓ είναι ορθογώνιον και 
ισοσκελές, έχομεν (11, 3) ΒΓ: ΒΟ:: ]/" 2 : 1 · λοιπόν ή π λ ε υ ρ ά 
του εγγεγραμμένου τετραγώνου είναι πρδς .τήν 
άκτΐνα ώς ή τετραγωνική ρίζα του 2 πρδς τήν 
μονάδα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.ή- 

ϊϊ ρ ό β λ η μ α.

Νά έγγράψωμεν κανονικόν έξάγωνον και ισόπλευρον τρίγωνον 
είς δεδομένην περιφέρειαν.

Άς ύποθέσωμεν τδ πρόβλημα λυμένον, καί έστω ΑΒ μία 
πλευρά του εγγεγραμμένου έξαγώνου*  έάν άχθώσιν αί ακτίνες 
ΑΟ, ΟΒ, λέγω οτι τδ τρίγωνον ΑΟΒ είναι ισόπλευρον, σχ. 158.

Διότι ή γωνία ΑΟΒ είναι 'τδ έκτον μέρος τεσσάρων ορθών 
ουτω λαμβάνοντες τήν ορθήν γωνίαν ώς μονάδα, έχομεν ΑΟΒ= 
- = αί άλλαι δύο γωνίαι ΑΒΟ, ΒΑΟ, του ίδιου τριγώνου 
κάμνουν δ μου 2 -—^ή ·£, καε επειδή είναι ίσαι, ακολουθεί ότι 
έκάστη τούτων είναι = τδ τρίγωνον λοιπόν ΑΒΟ είναι ισό­
πλευρον ή πλευρά άρα του εγγεγραμμένου έξαγώνου είναι ίση 
μέ τήν άκτΐνα.
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Έκ τούτου (πεται, 5τε διά νά έγγράψωμεν κανονικόν έξάγω- 

νον εις δεδομένην περιφέρειαν, πρέπει νά φέρωμεν τήν άκτΐνα έξά- 
ζις επί τής περιφέρειας, καί ούτω Οελομεν επιστρεψει εις την 
στιγμήν έκ τής όποιας άνεχωρήσαμεν.

’Αφ? ου έγγραφθή τδ έξάγωνον ΑΒΓΔΕΖ, έάν ένώσωμεν εναλ­
λάξ τάς κορυφάς τών γωνιών, Οέλομεν σχηματίσει τδ ισόπλευ­
ρον τρίγωνον ΑΓΕ.

Σχόλιον. Τδ σχήμα ΑΒΓΟ είναι παραλληλόγραμμον και 
ένταυτώ ρομβοειδές, διότι ΑΒ = ΒΓ = ΓΟ^ΑΟ*  τδ άθροισμα 

λοιπδν (14, 3) τών τετραγώνων τών διαγώνιων ΑΓ-}-ΒΟ, είναι 
ίσον μέ τδ άθροισμα τών τετραγώνων τών πλευρών, τδ όποιον 

__2 __ 2 —2
είναι 4ΑΒ ή 4ΒΟ*  άφαιρεδέντος και άπδ τά δύο μέρη ΒΟ, μένει 
—2 ' —2 —2 --2
ΑΓ = 3ΒΟ*  λοιπόν ΑΓ: ΒΟ; : 3: 1, ή ΑΓ: ΒΟ:: ]/*  3 : 1*  
λοιπδνη πλευρά του εγγεγραμμένου ισοπλεύρου τρι­
γώνου είναι προς τήν άκτΐνα ώς ή τετραγωνιζή^ρί- 
ζα του 3 πρδς τήν μονάδα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ε.> 1

Πρόβλημα.
Νά έγγράψωμεν είς κύκλον δεδομένον κανονικόν δεζάγωνον, 

άκολούθως πεντάγωνον και δεζαπεντάγωνον.
Διαιρούμεν τήν άκτΐνα ΑΟ είς μέσον και άζρον λόγον (πρόβ. 

4. βιβ. 3) είς πήν στιγμήν Μ, λάμβάνομεν τήν χορδήν ΑΒ εσην 
μέ τδ μεΐζον τμήμα ΟΜ*  λέγω οτι ΑΒ είναι ή πλευρά.του κα­
νονικού δεκαγώνου τήν οποίαν πρέπει νά φέρωμεν δεκάκις έπι τής 
περιφέρειας, σχ. 159.

Διότι έπιζευγνύοντες τήν ΜΒ, έχομεν έκ τής κατασκευής ΑΟ : 
ΟΜ:: ΌΜ: ΑΜ*  ή, επειδή ΑΒ == ΟΜ, ΑΟ : ΑΒ:: ΑΒ: ΑΜ*  
λοιπόν τά τρίγωνα ΑΒΟ, ΑΜΒ έχουν μίαν κοινήν γωνίαν Α πε- 
ριεχομένην μεταξύ πλευρών άναλόγων*  λοιπόν είναι όμοια (20,3). 
Τδ τρίγωνον ΟΑΒ είναι ισοσκελές*  λοιπόν τδ τρίγωνον ΑΜΒ εί­
ναι παρομοίως, και έχομεν ΑΒ — ΒΜ: άλλως ΑΒ=ΟΜ*  λοι­
πόν ώσαύτως ΜΒ = ΟΜ*  άρα τδ τρίγωνον ΒΜΟ είναι ισοσκελές.

Ή έκτος γωνία ΑΜΒ είναι διπλάσιά τής εντός Ο (19, 1)*  
άλλ’ ή γωνία ΑΜΒ = ΜΑΒ*  λοιπόν τδ τρίγωνον ΟΑΒ είναι τοιού- 
τον ώστε έκάστη τών γωνιών πρδς τήν βάσιν, ΟΑΒ ή ΟΒΑ είναι 
διπλάσιά τής είς τήν κορυφήν Ο*  άρα αί τρεΐς τού τριγώνου γω- 
νίαι ζάμνουν όμοΰ πεντάζις τήν γωνίαν Ο, και ούτως ή Ο είναι 
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τό πέμπτον μέρος δύο ορθών, ή τδ δέζατον τεσσάρων άρα.τδ 
τόξον ΑΒ είναι το δέζατον μέρος της περιφερείας, και ή χορδή ΑΒ 
είναι ή πλευρά του κανονιζοΰ δεζαγώνου.

Πόρισμα Α'. Έάν άνά δύο δύο ένώσωμεν τάς ζορυφάς του 
ζανονιζοΰ δεζαγώνου θέλομεν σχηματίσει τδ ζανονιζδν πεντάγω­
νον ΑΓΕΗΙ.

Πόρισμα Β'. Ούσης πάντοτε ΑΒ της πλευράς. του δεζαγώ­
νου, έστω ΑΑ ή πλευρά του' έξαγώνου- τότε τδ τόξον ΒΑ θέλει 
είναι, ώς πρδς την περιφέρειαν, — , ή η νς· λοιπόν ή χορδή. ΒΑ 
είναι ή πλευρά του δεζαπενταγώνου ή ζανονιζοΰ πολυγώνου 15 
πλευρών, Βλέπομεν ένταυτώ ότι τδ τόξον ΓΑ είναι τδ τρίτον 
του ΓΒ.

Σ χ ό λ ι ο ν. Εγγεγραμμένου ζανονιζοΰ πολυγώνου, έάν τάύπο- 
τεινόμενα ύπδ τών πλευρών του τόξα τμηθώσι δίχα, ζαι επιζευ- 
χθώσιν αί χορδαι τών ήμιτόξων, θέλει -σχηματισθή νέον κανονι­
κόν πολύγωνον διπλάσιου άριθμοΰ πλευρών: Ούτως βλεπομεν οτι 
τδ τετράγωνον ήμπορεΐ νά χρησιμεύση διά την εγγραφήν τών κα­
νονικών πολυγώνων 8, 16, 32, κ. τ. λ., πλευρών. Ωσαύτως τδ εξα- 
γωνον διά τήν εγγραφήν τών κανονικών πολυγώνων 12,24,48, 
κ. τ. λ. πλευρών τδ δεκαπεντάγωνον διά τήν τών πολυγώνων 30, 
60, 120 ζ. τ λ. πλευρών (1).

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΤ'.
Πρόβλημα.

Δεδομένου ζανονιζοΰ εγγεγραμμένου πολυγώνου ΑΒΓΔ ζ. τ. λ., 
νά περιγραφθή εις τήν αυτήν περιφέρειαν ομοιον πολύγωνον, 
σχ. 160.

Εις τήν στιγμήν Τ, μέσον τοΰ τόξου ΑΒ, άς άχθη ή εφαπτο­
μένη ΗΘ ήτις Θέλει είναι παράλληλος τή ΑΒ (πρό. 10, 2)· άς 
γένη τδ αύτδ εις τδ μέσον έζάστου τών άλλων τόξων ΒΓ, ΓΔ, 
ζ. τ. λ. αί έφαπτόμεναι θέλουν σχηματίσει διά τών κοινών τομών 
των τδ ζανονιζδν περιγεγραμμένον πολύγωνον ΗΘΙΚί ζ. τ. λ., δ- 
μοιον, μέ τδ έγγεγραμμένον

(1) Έπί πολύ ένομίσΘη ότι. τά πολύγωνα ταυτα ησαν τα μόνα τα όποια 
ημπορούυ νά έγγραγθονν διά τών διδασκαλιών της στοιχειώδους Γεωμε­
τρίας, η, δπεο ταύτόυ, διά της λύσεως τών προτοβαΘμίωυ και δευτεροβα­
θμίων εξισώσεων: άλλ’ό Κ. θηπδδ' εδειξεν, εις σύγγραμμά τι έπιγρα^όμενον 
ΒίδφΐίδΠίοηβδ ΛπίΙιηιβίΐϋΦ, Έίρδί®, 1 801 ότι δυνατόν νά έγγραφη δι’ ό­
μοιων μέσων τό κανονικόν πολύγωνον δεκαεπτά πλευρών, καί έν γένει τό 

ν ν
τών 2-η1 πλευρών, ^Θάνει μόνον 2 4- 1 νά ηναι αριθμός πρώτος. Ο. Σ.
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• Ευκόλως βλέπομεν χατά τυρώτον ότι τά τρία σημεία Ο, Β, θ 
είναι επ’ ευθείας*  διότι τά δρΟογώνια τρίγωνα ΟΪΘ, ΟΘΝ, έχουν 
κοινήν τήν υποτείνουσαν ΟΘ, καί την πλευράν ΟΤ = ΟΝ*  λοι­
πόν είναι ίσα (18, 1)*  ’έπομένως ή γωνία ΤΟΘ=ΘΟΝ, και 
διά τούτο ή γραμμή ΟΘ διέρχεται διά τής στιγμής Β μέσου τού- 
τόξου ΤΝ : διά τδν αυτόν λόγον ή στιγή I είναι έπι τής προεκβο­
λής τής ΟΓ, χ. τ. λ. Άλλ’ επειδή ΗΘ είναι παράλληλος τή ΑΒ 
ζαι ΘΙ τή ΒΓ, ή γωνία ΗΘΙ=π ΑΒΓ (26, 1)*  ωσαύτως ΘΙΚ — 
ΒΓΔ, κ. τ.λ. λοιπόν αί γωνίαι τού περιγεγραμμένου πολυγώνου 
είναι ίσαι μέ τάς του εγγεγραμμένου.

Περιπλέον, έξ αιτίας τών αυτών παραλλήλων, έχομεν ΗΘ : 
Α.Β:: ΟΘ: ΟΒ, και 01: ΒΓ:: ΟΘ; ΟΒ*  λοιπόν ΗΘ : ΑΒ:: θϊ: ΒΓ. 
αλλά ΑΒ—ΒΓ, άρα ΗΘς=ΘΙ. Διά τδν αυτόν λόγον Θϊ = 
ΙΚ', κ.π. λ. άρα αι πλευρά! τού περιγεγραμμένου πολυγώνου είναι 
ίσαι*  δέδεικται δέ ότι καί αί γωνίαι είναι ίσαι*  κανονικόν άρα τό 
πολύγωνον τούτο·ζαι ομοιον τώ εγγεγραμμένο).

Πόρισμα Αώ ’Αντιστρόφως, έάν έδίδετο τδ περιγραμμένον 
πολύγωνον ΗΘΙΙΙ, κ. τ. λ., ζαΓέπρεπε διά μέσου τούτου νά δυζ- 
γράψωμεν τό κανονικόν εγγεγραμμένου ΑΒΓ, κ. τ. λ., βλέπομεν 
'δτι άρκόΰσε νά άξώμεν εις τάς ζορυφάς Η, Θ, I κ. τ. λ. τού δε­
δομένου πολυγώνου τάς γράμμάς ΟΗ, ΟΘ κ. τ. λ., α! δποΐαι ή­
θελαν συναπαντήσει τήν περιφέρειαν εις τάς στιγμάς Α,Β,Γ, κ. τ. λ. 
νά ένώσωμεν ακολούθως ταύτας τάς στιγμάς διά τών χορδών 
ΑΒ, ΒΓ, κ. τ. λ. αί δποΐαι ήθελαν" σχηματίσει τδ εγγεγραμμέ­
νου πολύγωνον. Τίμπορούσαμεν ωσαύτως, εις τήν ίδιαν περίστα- 
σιν,» νά ένώσωμεν απλώς τάς στιγμάς της αφής, Τ, Ν, II, κ. τ. λ. 
διά τών χορδών ΤΝ, ΝΠ, κ*  τ. λ. και επίσης ήθέλαμεν έχει έγγε- 
γραμμένον πολύγωνον ομοιον τώ περιγεγραμμένω.

Πόρισμα Β'. Ήμπόρούμεν άρα νά περιγράψωμεν εις δεδο­
μένου κύκλον όσα κανονικά πολύγωνα' ήξεύρομεν νά έγγράψω- 
μεν εις τούτον τον κύκλον^ και άντιστρόφως.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ζ'.'

Θ ε ώ ρ η μ α.

Τδ εμβαδόν παντός κανονικού, πολυγώνου ίσούται μέ τήν πε­
ρίμετρόν του ΐξολϋπλασιασΘεΐσαν επί τδ ήμισυ τής άκτϊνος τού 
εγγεγραμμένου κύκλου.

ϊστώ, παραδείγματος χάριν, τό κανονικόν πολύγωνον ΗΘΙΚ/, 
κ. τ. λ. Τδ τρίγωνον ΗΟΘ έχει διά μέτρον ΗΘ X -’-ΟΤ, τό τρί­
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γωνον ΟΟΙ έχει μ.έτρονΘΐχ·~ ΟΝ*  αλλά ΟΝ — ΟΤ*  λοιπό/ 
τά δύο τρίγωνα δμού έχουν μετρον (ΗΘ ΘΙ) X ν ΟΊ- * εξα- 
κολουθουντες ουτω διά τά άλλα τρίγωνα, βλέπομεν ότι τδ άθροι­
σμα όλων των τριγώνων, ή τδ δλον πολύγωνον 'έχει μέτρον τδ 
άθροισμα των βάσεων ΗΘ, ΘΙ,ΙΚ', κ. τ. λ. ή την περίμετρόν· του 
πολυπλασιασθεΐσαν επί ~ ΟΤ. σχ. 160.

Σγόλιον. 11 άκτις του εγγεγραμμένου κύκλου ΟΤ άλλο τι, 
δεν είναι παρά ή φερομένη κάθετος άπδ τδ κέντρον επί μιας των 
πλευοών: ενίοτε καλείται απόστημα του πολυγώνου.

IIΡ Ο Τ Α ΣIΣ Η'.

Θεώρημα.

Αί περίμετροι των κανονικών πολυγώνων τού ίδιου αριθμού πλευ­
ρών είναι πρδς άλλήλας ώς ’αί ακτίνες των περιγεγραμμένων κύ­
κλων, καί ομοίως .ώς αί ακτίνες τών εγγεγραμμένων*  αί επιφά­
νεια: των ώς τά τετράγωνα τών ιδίων ακτινών.

Τίστω ΑΒ μία τών πλευρών τού ένδς τών περί ών δ λόγος πο­
λυγώνων, Ο τδ κέντρον του, και έπομένως ΟΑ ή άκτις τού περι- 
γεγραμμένου κύκλου, καί ΟΔ κάθετος επί την ΑΒ, ή άκτις τού 
εγγεγραμμένου*  έστω παρομοίως αβ ή πλευρά ένδς άλλου όμοιου- 
πολυγώνου, Ο τδ κέντρον του, οα καί οδ αί. άκτίνες τών κύκλων 
περιγεγραμμένουτε καί εγγεγραμμένου. Αί περίμετροι τών δύο 
πολυγώνων είναι πρδς άλλήλας ώς αί πλευρά! ΑΒ καί αβ*  άλλ 
αί γωνίαι Α καί α είναι ίσαι; διότι έκαστη είναι τδ ήμισυ τής γω­
νίας του πολυγώνου*  τδ αύ'φ υπάρχει διά·τάς γωνίας Β καί β· 
λοιπόν τά τρίγωνα ΑΒΟ, αβο είναι όμοια, καθώς καί τά ορθο­
γώνια τρίγωνα ΑΔΟ, αδο*  άρα ΑΒ: αβ:: ΑΟ: αο::.ΔΟ: δο*  
άρα αί περίμετροι τών πολυγώνων είναι πρδς άλλήλας ώς αί άκτί- 
νες ΑΟ, αο, τών περιγεγραμμένων κύκλων, καί ομοίως, ώς αί α­
κτίνες ΔΟ, δο τών εγγεγραμμένων.

Αίέπιφάνειαι των ίδιων' πολυγώνων είναι πρδς άλλήλας ώς τά 
τετράγωνα τών ομολόγων πλευρών ΑΒ, αβ*  επειδή δέ τα τετρά­
γωνά τών πλευρών τούτων είναι ώς τά τετράγωνα τών ακτινών 
τών περιγεγραμμένων κύκλων ΑΘ,^ αο, ή ώς τά τετράγωνα τών 
ακτινών των εγγεγραμμένων κύκλων ΟΔ, οδ*  έπεται ότι αί έπι^- 
φάνεία,ι τών κανονικών πολυγώνων του ίδιου άριθμού πλευρών είναι 
πρδς άλλήλας ώς τά τετράγωνα τών αχτίνων τών περιγεγραμμε- 
νων κύκλων ΑΟ, αο, ή ώς τά τετράγωνα τών άκτίνωντών εγγε­
γραμμένων κύκλων ΟΔ, οδ.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Θ.

Α η μ. μ α.

Κάθε καμπύλη ή πολύγωνος γραμμή ήτες περιζυκλοΐ άπο του , 
ενός άκρου έως του άλλου την κυρτήν γραμμήν ΑΜΒ είναι μα- 
κρυτέρα τής περιζυζλουμένης γραμμής ΑΜΒ.

Εΐπομεν ήδη, δτι κυρτήν γραμμήν έννοοΰμεν· καμπύλην ή 
πολύγωνον γραμμήν, ή μέρος καμπύλην καί μέρος πολύγο)νον, 
τοιαύτην 'ώστε εύθεΐα γραμμή νά μή ήμπορή νά τήν τέμνη εις 
περισσότερα άπό δύο σημεία. Έάν ή γραμμή ΑΜΒ είχε μέρη 
είσέχοντα ή έσοχάς, δεν ήθελεν είναι πλέον κυρτή, διότι εύζολον 
είναι νά ίδωμεν ότι εύθεΐα γραμμή ήμπόρεε νά τήν τέμνη εις πε­
ρισσότερα άπό δύο σημεία. Τά τόξα του κύκλου είναι ούσιωδώς 
κυρτά*  διότι εύθεΐα γραμμή δέν ήμπόρει νά τέμνη τόξον κύκλου 
εις περισσότερα άπό δύο σημεία*  άλλ’ ή προκειμένη πρότασις εκτεί­
νεται εις δποιανδήποτε γραμμήν ήτις πληροί εις τήν άπαιτουμέ- 
νην συνθήκην.

Τούτου τεθέντος, έάν ή γραμμή ΑΜΒ δέν είναι ή μιζροτέρα 
άπό δλας τάς περικυκλούσας αυτήν, πρέπει, μεταξύ τούτων νά 
ύπάρχη γραμμή βραχυτέρα όλων τών άλλων, ή οποία νά ήναι 
μικροτέρα τής ΑΜΒ, ή τόπολύ·ίση μέ τήν ΑΜΒ. ’ίΕστω ΑΓΔΕΒ 
ή περικυκλοΰσα αυτή γραμμή*  μεταξύ τών δύο γραμμών όπου 
θέλομεν άς άξωμεν τήν ευθείαν ΠΚ, ήτις νά μή συναπαντά τήν 
ΑΜΒ, ή τουλάχιστον νά άπτεται αυτής*  ή εύθεΐα ΠΚ είναι βρα­
χυτέρα τής ΠΓΔΕΚ*  έάν λοιπόν/άντί τής ΠΓΔΕΚ άντιζαταστή- 
4σωμεν τήν εύθεΐαν γραμμήν ΠΚ, θέλομεν έχει τήν περικυκλοΰ- 
σαν Α1ΙΚΒ βραχυτέραν τής ΑΓΙΔΚΒ. ’Αλλ’ έξ ύποθέσεως, αυτή 
πρέπει νά ήναι, βραχυτέρα άπό δλας*  λοιπόν ή ύπόθεσις δέν*  ή μ­
πορεί νά ύπάρξη*  λοιπόν δλαι αι περιζυζλοΰσαι γραμμαι είναι 
μακρύτεραι τής ΑΜΒ. σχ. 162.

Σχόλιον. Μέ τον αύτόν τρόπον ήθέλαμεν δείξει δτι'-μίακυρ­
τή και πανταχόθεν κεκλεισμένη γραμμή ΑΜΒ, είναι βραχυτέρα 
κάθε γραμμής ήτις ήθελε τήν περικυκλοΐ άπό. δλα τά μέρη, είτε 
ή περικυκλοΰσα ΖΗΘ άπτεται τής ΑΜΒ εις εν ή περισσότερα ση­
μεία, είτε δέν έχει κάνέν κοινόν σημεΐον μέ αύτήν. (1) σχ. 163.

(1) Δέν πρέπει νά 5αυμάζη τις έάν εις τήν Γεωμετρίαν άπαντα αποδεί­
ξεις εκείνων τών αλιειών τάς όποιας οι μόνοι τού κοινού αισθήματος έστε- 
ρημένοι ήμπορούν νά άρνγ;Θούν. Ό Ευκλείδης ήναγκάζετο νά εύρίσκρ απο­
δείξεις τών τοιούτων αλιειών διά νά καταπεί^ τούς πεισματώδεις εκεί­
νους σολίστας οί όποιοι ένόμιζον δόξαν τους νά έναντιόνωνται και εις αύτάς
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.

Α η μ μ α.
Δεδομένων δύο συγκεντρικών περιφερειών, δυνατόν είναι πάν­

τοτε νά έγγράφθή είς τήν μεγαλητέραν κανονικόν πολύγωνον του 
όποιου αί πλευραι νά μή συναπαντώσι τήν μικροτέραν, και ωσαύ­
τως νά περιγραφθή εις τήν μικροτέραν κανονικόν πολύγωνον του 
όποιου αί πλευραι νά μή συναπαντώσι. τήν μεγαλητέραν*  εις τρό­
πον ώστε και είς τάς δύο περιστάσεις αι πλευραι του γεγραμ- 
μενού πολυγώνου νά περικλείωνται μεταξύ τών δύο περιφερειών.

"Εστωσαν ΓΑ, ΓΒ αί ακτίνες τών δύο δεδομένων περιφερειών*  
είς τήν στιγμήν Α άς άγθή ή εφαπτομένη ΔΕ περατουμενη εις 
τήν μεγάλην περιφέρειαν είς Δ καίΕ: άς έγγράφθή είς τήν με­
γαλητέραν περιφέρειαν εν έκ τών κανονικών πολύγωνων οσα 
εΐναί δυνατόν νά έγγραφθώσι διά τών προηγουμένων πρόβλημά-· 
των*  ακολούθως άς τμηθώσι δίχα τά ύποτεινόμενα υπό τών πλευ­
ρών τόξα, καίάς άγθώσιν αί χορδαί τών ήμιτόξων*  ουτω Οελει*  
σχηματισθή κανονικόν πολύγωνον διπλάσιου- αριθμού πλευρών. 
Ας συνεχισθή ή διχοτομή τών τόξων έως ου νά προκύψη πολύγω­
νον τού όποιου ή πλευρά νά ύποτείνη τόξον μικρότερον τού ΔΒΕ. 
Ε’στω ΜΒΝ τό τόξον τούτο (τού όποιου ή στιγμή τής ήμισείας' 
υποτίθεται είς Β)’’ φανερόν ε^αι δτι ή χορδή ΜΝ θέλει απεχε^ 
περισσότερον τού κέντρου παρά ή ΔΕ, καί ουτω τό κανονικόν 
πολύγωνον, τού οποίου ΜΝ είναι ή πλευρά, δεν ήμπορεϊ να συ- 
ναπαντήση τήν περιφέρειαν τής οποίας ΓΑ είναι ή ακτις. σχ. 164.·

Τών αυτών κειμένων, άς έπιζευχθώσιν αί ΓΜ, ΓΝ- αίτινες 
συναπαντούν τήν έφαπτομένην ΔΕ είς Π καί Κ*  ΠΚ θελει είναι 
ή πλευρά είς τήν μεγάλην καί είς τήν μικράν περιφέρειαν ομοιου 
μέ τό τού πέρχγεγρ&μμένου πολυγώνου έγγεγραμμένον, τού ο­
ποίου ή πλευρά είναι ΜΝ. Τώρα φανερόν είναι, δτι τό περιγε- 
γραμμένον πολύγωνον, τό όποιον έχει πλευράν τήν ΠΚ, ^οεν 
ήμπορεΐ νά συναπαντήση τήν μεγάλην .περιφέρειαν, διότι ΓΠ είναι- 
μικροτέρα τήςΓΜ.

Διά τής αυτής λοιπόν κατασκευής ήμπορούμεν νά γράύωμε'Λ 

τάς αύτο^ανείς αλήθειας. Τίς, παραδείγματος χάριν, δεν εΐναί έσωτερικώς 
πεπεισμένο^ οτι τό περιέχον δεν ήμπορεί νά '^ναι μικρότερου τού περιεχο­
μένου", κοιί μ’ δλον τούτο είναι χρεία άποδείξεως διά τους αρνουμένους τοιαύ- 
την αλήθειαν ήγουν τούς στερημένους τού κοινού αισθήματος*  άγκαλα αι 
τοιούτου είδους άλήθειαι μάλλον σκοτίζονται από τάς αποδείξεις ττοίρ ό^τα 
διασα/^ίζονται. — Ο. Μ.
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κανονικόν πολύγωνον έγγεγραμμένον εις τήν μεγάλην περιφέρειαν» 
ζαι δμοιον περιγεγραμμένον ,εις τήν μιζράν πολύγωνον, τά δ- 

. ποια νά έχουν πλευράς περιεχόμενα; μεταξύ τών δύο περιφερειών.
Σ χ δ λ ι ο ν. Έάν έχωμεν - δύο συγκεντρικούς τομείς ΖΓΗ, ΙΓΘ, 

ήμπορουμεν παρομοίως νά ■ έγγράφωμεν εις τδν μεγαλήτερον 
μερίδα κανονικού πολυγώνου, ή νά . περιγράφω μεν εις 
τον μικρδ^ερόν μερίδα δμοίου πολυγώνου, εις τρδπον ώστε αί' 
περίμετροι τών δύο πολυγώνων νά περιέχωνται μεταξύ τών δύο 
περιφερειών: άρχει νά διαιρέσωμεν το τδξον ΖΒΗ διαδοχιζώς εις 
2, 4, 8, 16 χ. τ. λ. ίσα μέρη έως ου νά φθάσωμεν εις μέρος 
μιχρδτερον τού ΔΒΕ.

Ενταύθα καλού μέν μερίδα κανονικού πολυγώνου το 
περατούμενον σχήμα άπδ σειράν ίσων χορδών εγγεγραμμένων εις 
τδ τδξον ΖΗ άπδ τού ένδς άχρου έως τού άλλου. Ή μερις 
αυτή έχει τάς άρχικάς ιοιδτητας τών κανονικών πολυγώνων, έ­
χει τάς γωνίας ίσας ζαι τάς πλευράς ίσας, είναι εις τδν αύτδν 
χαιρδν έγγράφιμος ζαι περιγράφίμος εις τδν κύκλον. Μ ολον 
τούτο δεν άποτελέί μέρος ένδς κυρίως κανονικού πολυγώνου, 
παρά οσάκις τδ ύποτεινδμενον άπδ μίαν τών πλευρών της τδξον 
είναι πηλίχον μέρος τής περιφέρειας.

.ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΑ'. ' 
θεώρημα. '

Αί. περιφέρειαι τών κύκλων είναι πρδς άλλήλας ώς αί ακτίνες, 
και αί έπιφάνειαί των ώς τά τετράγωνα τών αχτίνων.

Άς σημειώσωμεν, χάριν συντομίας, διά περιφ. ΓΑ τήν πε­
ριφέρειαν, ήτις έχει άκτΐνα ΓΑ*  λέγω δτι θέλομεν έχει περιφ. 
ΓΑ: περιφ. ΟΒ::ΓΑ:ΟΒ. σχ. 165.

Διδτι, έάν ή άναλογία αυτή δεν έχει χώραν, ΓΑ. θέλει είναι 
πρδς ΟΒ ώς περιφ. ΓΑ πρδς τέταρτον τινά'δρον μεγαλήτερον 
ή μιχρδτερον ώπδ περιφ. ΟΒ: άς τδν ύποθέσωμεν δέ μιχρδτερον, 
και έστω, εί δυνατδν, ΓΑ:ΟΒ:: περιφ. ΓΑ: περιφ. ΟΔ.

Άς έγγράφωμεν εις τήν περιφέρειαν τής οποίας ΟΒ είναι ή 
άκτ*ς  κανονικόν πολύγωνον ΕΖΗΚ.ΆΕ, τού οποίου αί πλευραί 
νά μή συναπαντούν τήν περιφέρειαν τής δποίας ΟΔ είναι ή άκτίς 
(πρδ. ΙΟ)*  άς έγγράφωμεν ομοιον ΜΝΤΣΜ εις τήν περιφέρειαν 
τής άκτίνος ΓΑ. ·

Τούτου τεθέντός, επειδή τά πολύγωνα ταύτα είναι δμοια, αί 
περίμετροί των ΜΝΠΣΜ, ΕΖΗΚΈ είναι πρδς άλλήλας ώς,αί 
άκτΐνες ΓΑ, ΟΒ, τών περιγεγραμμένων κύκλων (πρδ. 8), και 
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ούτως ΜΝΠΣΜ:ΕΖΗΚ'Ε::ΓΑ:ΟΒ· άλλ’ έξ ύποθέσεως, ΓΑ; 
ΟΒ:: περιφ. ΓΑ: περιφ. ΟΔ’ λοιπόν ΜΝΠΣΜ:ΕΖΗΚΊΕ: :πε- 
ρεφ. ΓΑ: περιφ. ΟΔ. Τώρα ή αναλογία αυτή είναι αδύνατος, διότι 
ή περίμετρος ΑΓΝΠΣΜ. ε!ναι μιζροτέρα άπδ π·εριφ. ΓΑ. (προ, 9), 
καί έξ εναντίας ΕΖΗΚ'Ε είναι μεγαλητέρα άπδ περιφ. ΟΔ’ αδύ­
νατον λοιπδν ΓΑ νά ήναι πρδς ΟΒ ώς περιφ. ΓΑ πρδς περι­
φέρειαν "μιζροτέραν άπδ περιφ. ΟΒ, ή, μέ λέξεις γενιζωτέρας, 
αδύνατον είναι άζτις πρδς άζτϊνα, ώς ή μέ τήν πρώτην άζτϊνα γε- 
γραμμένη περιφέρεια πρδς τινα περιφέρειαν μιζροτέραν παρά τήν 
μέ τήν δευτέραν άζτϊνα γεγραμμένην.

Εντεύθεν συνάγω, δτι ουδέ είναι δυνατόν νά έχωμεν, ΓΑ πρδς 
ΟΒ ώς περιφ. ΓΑ πρδς περιφέρειαν μεγαλητέραν τής· περιφ*  
ΟΒ*  διότι τούτου δοθέντος, ήθέλαμεν έχει, άντιστρέφοντες τούς 
λόγουςΟΒ πρδς ΓΑ ώς περιφέρεια μεγαλητέρα τής περιφ. 
ΟΒ πρδς περιφ. ΓΑ, ή, δπερ ταύτδν, ως περιφ. ΟΒ πρδς πε ■ 
ριφέρειαν μιζροτέραν άπδ περιφ. ΓΑ*  λοιπδν άζτις ήθελεν είναι 
πρδς άζτϊνα ώς ’ή μέ τήν πρώτην άζτϊνα γεγραμμένη περιφέ­
ρεια πρδς περιφέρειαν μιζροτέραν τής μέ τήν δευτέραν άζτϊνα 
γεγ,ραμμένης περιφερείας, τδ δποΐον άπεδείχθη αδύνατον.

Επειδή δ'τέταρτος όρος τής αναλογίας ΓΑ:ΟΒ:: περιφ. 
ΓΑ:Χ ούτε μικρότερος ούτε μεγαλήτερος άπδ περιφ. ΟΒ ήμ- 
πορεϊ νά ήναι, πρέπει νά ίσουται μέ περιφ. ΟΒ*  λοιπδν αί πε­
ριφέρεια! τών ζύζλων είναι πρδς άλλήλας ώς αί άζτϊνες.

Δι’ δμοίου συλλογισμού καί κατασκευής ήθέλαμεν δείξει ότι 
αί επιφάνεια! τών κύκλων είναι ώς τά τετράγωνα τών άζτίνων.

Δέν λέγομεν τίποτε περισσότερον επί τής προτάσεως ταύτης, 
ήτις άλλως είναι πόρισμα τής ακολούθου.

Πόρισμα. Τά όμοια τόξα ΑΒ, ΔΕ, είναι ώς αί άζτϊνές τών 
ΑΓ, ΔΟ, καί οί όμοιοι τομείς ΑΓΒ, ΔΟΕ, είναι ώς τά τετρά­
γωνα τών ιδίων τούτων άζτίνων. σχ. 166.

Διότι, επειδή τά τόξα είναι όμοια, ή γωνία Γ είναι ίση τή 
γωνία Ο (δρ. 3. βιβλ. 3)*  άλλ’ ή γωνία Γ είναι πρδς τέσσαρας 
ορθάς ώς τδ τόξςν ΑΒ προς τήν όλην περιφέρειαν ήτις έχει ακ­
τίνα ΓΑ (17, 2), καί ή γωνία Ο είναι πρδς τέσσαρας ορθάς ώς 
τδ τόξον ΔΕ πρδς τήν περιφέρειαν τής άζτϊνος ΟΔ*  λοιπδν τά 
τόξα ΑΒ, -ΔΕ είναι προς άλληλα ώς αί περιφέρεια! τών οποίων 
αποτελούν ,μέρος: αί περιφέρεια! αύται είναι ώς αί άζτϊνες ΑΓ, 
ΔΟ, λοιπδν τόξον ΑΒ: τόξον ΔΕ:: ΑΓ: ΔΟ.

Διό; τδν αυτόν λόγον οί τομείς*  ΑΓΒ, ΔΟΕ είναι ώς οί όλοι
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κύκλοι, οδτοι δέ ώς τά τετράγωνα τών ακτινών*  λοιπον τομ.

__2 __2
ΑΓΒ: τομ. ΔΟΕ::ΑΓ:ΔΟ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ'.
Θεώρημα.

Τό εμβαδόν του ζύζλου ίσούται μέ τό γινόμενον της περι­
φέρειας έπί τό ήμισυ της άζτΐνος του.

Άς σημειώσωμεν διά έπιφ. ΓΑ τήν επιφάνειαν του ζύζλου 
του όποιου ή άζτίς είναι ΓΑ*  λέγω οτι θελομεν εχει επιφ; ΓΑ=2- 
ΓΑΧ περιφ. ΓΑ.

Διότι έάν τΓΑΧ περιφ. ΓΑ δέν ήναι τό εμβαδόν του ζύ­
ζλου του όποιου*  ΓΑ είναι ή άζτίς, ή ποσότης αυτή θέλε: είναί 
τό μέτρον μεγαλητέρου ή μιζροτέρου ζύζλου. Άς -ύποθέσωμεν 
δέ ζατά πρώτον ότι είναί τό μέτρον ζύζλου μέγαλητέρου, ζαί 
έστω, εί δυνατόν, -^ ΓΑΧ περιφ. ΓΑ= έπιφ. ΓΒ. σχ. 167.

Εις τον ζύζλον του όποιου ή άζτίς είναί ΓΑ άς περιγραφθή 
ζανονιζόν πολύγωνον ΔΕΖΗ ζ. τ. λ, αί πλευραί του οποίου να 
μή συναπαντούν τήν περιφέρειαν, ήτις έχει άζτινα,ΓΒ (προ. 10)*  
ή έπιφάνειά τούτου του πολυγώνου είναι ίση μέ τήν, περίμετρον 
του ΔΕ4-ΕΖ+ΖΗ+ ζ. τ. λ., επι- ΑΓ (προ. 7^ι αλλ η πε­
ρίμετρος τού- πολυγώνου είναι μεγαλητέρα τής εγγεγραμμένης 
περιφέρειας, διότι τήν περιζυζλοΐ πανταχόθεν*  λοιπόν ή επιφάνεια 
τού πολυγώνου ΔΕΖΗ, ζ. τ. λ. είναι μεγαλητέρα άπό ~ΑΓΧ 
περ. ΑΓ, τό όποιον γινόμενον, έξ ύποθέσεως, είναι το μέτρον 
τού ζύζλου τής άζτΐνος ΓΒ*  λοιπόν τό πολύγωνον ήθελεν είναι 
μεγαλήτερόν τού ζύζλου*  άλλ’ έξ εναντίας είναι μιζρότερον ώς 
περιεχόμενο^*  αδύνατον λοιπόν— ΓΑΧ περιφ. ΓΑ να ήναι με- 
γαλήτερον άπό έπιφ. ΓΑ, ή, μέ $λλας λέξεις, αόυνατον η πε­
ριφέρεια τινός ζύζλου έπί τό ήμισυ τής άζτΐνος του να μετρή 
ζύζλον μεγαλήτερόν.

Λέγω δεύτερον, ότι τό ίδιον γινόμενον δέν ήμπορεΐ νά ήναι 
τό μέτρον ζύζλου μιζροτέρου*  ζαί, διά νά μή αλλάξω σχήμα, 
■υποθέτω οτι δ λόγος είναι περί τού ζύζλου τού όποιου ή αζτις 
είναι ΓΒ. Πρέπει λοιπόν νά άποδειχθή οτι ’ ΓΒΧ περιφ. ΓΒ 
δέν ήμπορεΐ νά μετρή ζύζλον μιζρότερον, π. χ. τον ζύζλον τού 
όποιου ή άζτίς είναι ΓΑ. Τω οντι, έστω εί δυνατόν, -^ΓΒΧ 
περιφ. ΓΒ= έπιφ. ΓΑ.

Γενομένης τής αυτής ζατασζευής ώς άνωτέρω, ή έπιφανεια 
του πολυγώνου ΔΕΖΗ, ζ. τ. λ. θέλει έχει μέτρον (ΔΈ ΕΖ—|{— 
κ.τ.λ. ) X { ΓΑ*  άλλ’ ή περίμετρς ΔΕ 4- ΕΖ4-ΖΗ-{- ζ.τ.λ. 



97
είναι μικροτέρα άπδ περιφ. ΓΒ ήτις τήν περικυκλδνοι πανταχδΟβτ 
λοιπδν τδ εμβαδόν του πολυγώνου είναι μικρδτερον άπδ-ΓΑΧ 
πεοιφ. ΓΒ, και πολλύ περισσδτερεν άπδ|ΓΒΧ περιφ. ΓΒ. Η 
τελευταία αυτή ποσδτης, έξ ύποθέσεως, μετρεΐ τον κύκλον τον 
εχοντα άκτΐνα ΓΑ, λοιπδν τδ πολύγωνον ήθελεν είναι μικρδτερον 
του εγγεγραμμένου κύκλου, δπερ άτοπον αδύνατον λοιπδν ή πε­
ριφέρεια κύκλου τινδς πολυπλασιασθεΐσα έπι τδ ήμισυ τής. άζ- 

,τΐνδς του, νά ήναι τδ μέτρον κύκλου μικρότερου.
Αοιπδν τέλος ή περιφέρεια κύκλου τίνος έπί τδ ήμισυ της 

άκτΐνδς του είναι τδ μέτρον του ίδιου τούτου ■ κύκλου.
Πόρισμα Α. Ή επιφάνεια παντδς τομέως είναι ίση μέ 

τδ τδξον του τομέως τούτου πολυπλασιασΟέν έπί τδ ήμισυ τής 
άζτΐνος. σχ. 168.

Διότι δ τομεύς ΑΓΒ είναι πρδς τδν δλον κύκλον ώς τδ τδξον 
ΑΜΒ πρδς τήν δλην περιφέρειαν ΑΒΔ (17, 2) ή ώς ΑΜΒΧ 
~ ΑΓ πρδς ΑΒΔΧ ς-ΑΓ. Αλλ’ δ δλος κύκλος = ΑΒΔΧ ~ΑΓ· 
λοιπδν δ τομεύς ΑΓΒ έχει μέτρον ΑΜΒ ~ ΧΑΓ.

Π δ ρ ι σ μ α Β. "Άς καλέσωμεν π τήν περιφέρειαν, τής ο­
ποίας ή διάμετρος είναι ή μον^ς’ έπειδή αί περιφέρει# είναι ώς 
αί ακτίνες ή ώς αί διάμετροι, ήμπορούμεν νά σχηματίσωμεν τήν 
εξής αναλογίαν*  ή διάμετρος 1 είναι πρδς τήν περιφέρειαν της 
π ώς ή διάμετρος 2ΓΑ πρδς τήν, περιφέρειαν ήτις έχει άκτΐνα 
ΓΑ*  είς τρδπον ώστε 1 : π:: 2ΓΑ: περιφ. ΓΑ*  λοιπδν περιφ. ΓΑ 
— 2πΧΓΑ*  πολυπλασιάζοντες δέ άμφδτερα τά μέρη έπι~ΓΑ,

—2 —2
έχομεν “ΓΑΧ περιφ. ΓΑ = π X ΓΑ, ή έπιφ. ΓΑ = π. ΓΑ. 
λοιπδν ή έπιοάνεια παντδς κύκλου είναι ίση μέ τδ γινόμενόν 
τού τετραγώνου τής άκτΐνδς του έπι τδν σταθερόν 
άριθμδν π, δστις παριστάνει τήν περιφέρειαν, τής 
δποίας ή διάμετρος είναι 1, ή τδν λδγον τής περι­
φέρειας πρδς τήν διάμετρον. σχ. 165.

Παρομοίως ή περιφέρεια του κύκλου, δστις έχει άκτΐνα ΟΒ 
—2 —2 —2 —2 —2

θέλει είναι ίση μέ πΧ0Β. Τώρα πχΓΑ: πχΟΒ:: ΓΑ: ΟΒ*  
λοιπδν αί έπιφάνειαι τών κύκλων είναι πρδς άλλήλας ώς τά τε­
τράγωνα τών άκτίνων των, τδ οποίον συμφωνεί μέ τδ προλαβδν 
θεώρημα.

Σχδλιον. Είπομεν ήδη, δτι τδ πρόβλημα του τετραγωνι­
σμού τού κύκλου συνίσταται είς τήν. ευρεσιν τετραγώνου ίσου ζατά 
τήν επιφάνειαν μέ κύκλον*  γνωστής -άζτΐνος. Τώρα έδεεξαμεν, 2τι 

7 
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ο.κύκλος ισοδύναμε! μέ τδ ζατασζευαζομενον δρθογούνιον έπ! 
της περιφέρειας καί τού ήμίσεος της άζτίνος, τδ δέ ορθογώνιον 
τούτο μετατρέπεται εις τετράγωνον, , εάν ληφθή μέση ανάλογος 
μεταξύ των δύο του στάσεων (προβ. 6. β'ίβλ. 3). Ούτω τδ πρό­
βλημα τού -τετραγωνισμού τού ζυζλου άγεται ζΐς τήν ' ευρεσιν τής 
περιφέρειας, δταν ή ακτές ήναι γνωστή, καί πρδς τούτο άρζε! 
ή γνώσις τού λόγου τής περιφερείας πρδς τήν διάμετρον.

Έως τού νυν δέν έστάθη δυνατόν νά προσδιρρισθή άλλως δ 
λόγος ούτος, παρά ώς έγγιστα*  πλήν ή προσέγγισις τόσον μα­
κράν προέζτάνθη, ώστε ή γνώσις τού ακριβούς λόγου δέν -ήθελεν 
έχει τι πλέον άπδ τήν τού έγγιστα. Ούτω τδ ζήτημα τούτο, τδ 
οποίον τοσούτον έπησχόλησε τούς Γεωμέτρας, δταν ολίγον ήσαν 
γνωσταί αί μέθοδοι τής προσεγγίσεως, έξωρίσθη τώρα ζαι ζα- 
τετάχθή μεταξύ τού αριθμού των περιττών ζητημάτων περί τά 
οποία εις άλλους δέν είναι συγχωρημένον νά ένασχολρνται, πα­
ρά εις τούς μόλις τάς πρώτας ιδέας τής Γεωμετρίας έχοντας.

'Ο Αρχιμήδης έδειξεν, οτι δ λόγος τής περιφερείας πρδς 
τήν διάμετρον περιέχεται μεταξύ 3 ζαι 3 γ- ούτω 3γή24- 
είναι πολλά προσεγγίζουσα τιμή εις τδν άριθμδν τδν οποίον έ- 
παραστήσαμεν διά π, ζαι ή πρώτη αύτη προσέγγισις είναι κα­
τά πολλά εν χρήσει διά τήν άπλδτητά της. 'Ο Μ έ τ ι ο ς εύρε 
■διά τδν αυτόν άριθμδν , πολύ πλέον προσεγγίζουσαν τιμήν 
Τέλος ή τιμή τού π, - άν'απτυχθεΐσα μέχρι τάξεως τίνος 
δεκαδικών, εύρέθη ύπδ άλλων υπολογιστών ( εαΙοιιΙαίθυΓ^ ) 
34415926535897932 ζ. τ. λ. καί έλαβον τήν υπομονήν νά 
προεκτείνουν τά δεκαδικά ταύτα μέχρι τού έζατοστού εικοστού 
έβδομου ή μέχρι τού έζατόστού τεσσαρακοστός. Φανερόν οτι 
τοιαύτη προσέγγισις ισοδύναμε! μέ τήν αλήθειαν, ζαι άλλως δέν 
γνωρίζομεν τάς ρίζας τών ατελών. δυνάμεων.

Εις τά άζδλουθα προβλήματα θέλομεν εξηγήσει δύο άπδ τάς 
άπλουσ,τέρας στοιχειώδεις μεθόδους. διά τήν ευρεσιν τούτων τών 
προσεγγίσεων.

Π Ρ Ο Τ Α Σ I 2 ΙΓ- .

Πρόβλημα.

Δεδομένων τών επιφανειών κανονικού εγγεγραμμένου πολυ­
γώνου καί όμοιου περιγεγραμμένου, νά εύρεθώσιν αί έπιφάνειαι 
τών κανονικών πολυγώνων εγγεγραμμένου τέ' καί περιγεγραμμέ­
νου τών- έ^όντων διπλάσιάς τδν άριθμδν πλευράς.

Εστω ΑΒ μέν ή πλευρά τού δεδομένου εγγεγραμμένου πο­
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λυγώνου^ ΕΖ δέ, παράλληλος τη ΑΒ, ή τού όμοιου περιγεγραμ- 
μένου, ζαι Γ τό ζέντρον τού ζύζλου- έάν έπιζευχθή ή χορδή 
ΑΜ, ζαι άχθώσιν αί έφαπτόμεναι ΑΠ, ΒΚ, ή χορδή ΑΜ θέ­
λει είναι ή πλευρά τού εγγεγραμμένου πολυγώνου τού έχοντος 
διπλάσιάς τον αριθμόν πλευράς, ζα'ι ΠΚ. διπλάσιά τής ΠΜ θέ­
λει είναι ή τού δμοίου περιγεγραμμένου πολυγώνου (πρό. 6). 
Τούτου τεθέντος, έπειδή ή αυτή ζατασζευή θέλει έχει χώραν είς 
τάς διάοόοους ΐ'σας μέ τήν ΑΓΜ γωνίας, άρζεΐ νά θεωρήσωμεν 
μόνον τήν γωνίαν ΑΓΜ, ζαι τά είς αυτήν περιεχόμενα τρίγω­
να θέλουν είναι προς άλληλα ώς τά δλα πολύγωνα. ’Εστίο Α 
ή επιφάνεια τού εγγεγραμμένου πολυγώνου του οποίου ΑΒ είναι 
ή πλευρά, Β ή επιφάνεια του δμοίου περιγεγραμμένου, Α' ή ε­
πιφάνεια τού πολυγώνου του οποίου ΑΜ είναι ή πλευρά, Β ή 
έπεοάνέια του δμοίου περιγεγραμμένου*  Α ζαί Β είναι γνωστά, 
ζαι ζητείται νά εύρεθώσ: Α' ζαί Β\ σγ. 169.

1.0> Τά τρίγωνα ΑΓΑ, ΑΓΜ τών οποίων Α είναι ζοινή ζο- 
ουφή, είναι ποός άλληλα ώς αί βάσεις των ΓΔ, ΓΜ*  άλλως τά 
τρίγωνα ταυτα είναι ώς τά πολύγωνα Α ζαι Α', διότι είναι δμοια 
μέοη τούτων, ζαι τά δμοια μέρη δύ<ο ποσοτήτων είναι ώς αυ- 
ται αί ποσότητες*  λοιπον X : Α : : ΓΔ : ΓΜ. Τά τρίγωνα ΓΑΜ, 
ΓΜΕ, τών οποίων Μ είναι ζοινή ζορυφή, είναι προς άλληλα ώς 
αί βάσεις τών ΓΑ, ΙΕ*  τά ίδια τρίγωνα είναι ώς τά’πολύ­
γωνα Α ζαί Β διά τον είρημένον λόγον*  λοιπόν Α': Β : : ΓΑ : 
ΙΊ'ώ Άλλ’ έξ αιτίας τών παραλλήλων ΑΔ, ’ ΜΕ, έχομεν ΓΔ: 
ΓΜ : : Ι Α: ΓΕ*  λοιπόν Α : Α : : Α : Β*  λοιπόν, τό πολύγωνον 
Α' έζ τού άοιθμού τών ζητούμενων, είναι μέσον άνάλογον με­
ταξύ τών δύο γνωστών πολυγώνων Α ζαί Β, ζαί επομένως έ- 
χομεν Α' — ( Α X Β ).

2. Έξ αιτίας τού ζοινού υύους ΓΜ, τό τρίγωνον ΓΠΜ 
είναι προς τό τρίγωνον ΠΙΕ ώς ΠΜ πρός ΠΕ· άλλ’ επειδή 
ή ΓΠ τέανει δίχα τήν γωνίαν ΜΓΕ, έχομεν ( 17, 3) ΠΜ γ 
ΠΕ: : ΓΜ: ΓΕ :: ΓΔ: ΓΑ : : Α: Α?· λοιπόν ΓΠΜ : ΓΠΕ : : Α : 
Α', ζαι ακολούθως ΓΠΜ: ΓΠΜ + ΓΠΕ, ή ΓΜΕ::Α:Α-}-
Α'. Αλλά ΓΜΠΑ ή 2 ΓΠΜ ζαί ΓΜΕ ώς δμοια μέρη τών πο­
λυγώνων Β ζαί Β είναι άναμεταξύ των ώς τά ίοια πολύγωνα*  λοιπόν 
Β’ : Β : : 2 Α : Α 4“ ’^Ηδη έπροσδιορίσθη Α'*  διά τής νέας 

ταύτης αναλογίας προσδιορίζεται Β\ ζαί έχομεν Βζ* =

λοιπόν δια μέσου τών πολυγώνων Α ζαί Β εύζολον είναι νά ευρεθώσι^ 
τά πολύγωνα Αζ ζαί Β τά δποΐα έχουν διπλάσιον αριθμόν πλευρών.
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IIΡ Ο Τ Λ Σ 1'2 ΙΔ'.

II ρ ό β λ η {1. α .
Νά εύρεθή ό ώς έγγισττα λόγος της περίψ-ερεΖας. προς τήυ 

διάμετρου.
Έστω ή άκτις του κύκλου — 1, ή πλευρά του εγγεγραμ­

μένου τετραγώνου θέλει είναι "[Λ 2 (πρό. 3), ή του περιγεγραμ- 
μένου ίση μέ τήν διάμετρον’2· λοιπόν ή έπιράνεια του εγγε­
γραμμένου τετραγώνου = 2, και ή του περιγεγραμμένου — 4. 
Τώρα έάν κάμωμεν Α = 2 και Β = 4, θέλομεν εύρεϊ διά 
του προλαβόντος το εγγεγραμμένου οκτάγωνον Α' = ]/ 8 = 
2,8284271, και το περιγεγραμμένου Β'=2^^ = 3,3137085. 

Γνωρίζοντες ουτω το εγγεγραμμένου και περιγεγραμμέυον οκτά­
γωνον, εύρίσκομεν διά μέσου τούτων τά πολύγωνα διπλάσιου α­
ριθμού πλευρών πρέπει έκ νέου νά υποθέσωμεν Α = 2,8284271, 
Β = 3,3137085, κα'ι θέλομεν έχει ’α' — Κ(Α·ΧΒ) = 

3,0614674, καί Β' = =3,1825979. Ακολούθως διά
τών πολυγώνων τούτων προσδιορίζομεν τά 32 πλευρών, καί έ- 
ξακολουθούμεν ούτως έως ου νά μη ύπάρχη πλέον δεαρορά με­
ταξύ του εγγεγραμμένου και περιγεγραμμένου πολυγώνου, τουλά­
χιστον εις τήν τάξιν τών δεκαδικών εις τήν οποίαν μένομεν, και 
ήτις εις τούτα τδ παράδειγμα είναι ή έβδομη. Φθάσαντες εις 
ταύτην τήν στιγμήν λέγομεν ούτως: δ κύκλος πάντοτε περιέ- 
χεται μεταξύ τού εγγεγραμμένου και περιγεγραμμένου πολυγώ­
νου*  έάν λοιπδν τάύτα δέν διαφέρουν απ’ άλλήλων μέχρι τάξεώς 
τίνος δεκαδικών, δ κύκλος βέβαια δέν θέλει διαφέρει άπδ ταύτα 
μέχρι τής ίδιας τάξεως. Ούτως ήμπορούμεν νά λάβωμεν τδ τε- 
τελευταϊον εξαγόμενον ώς τήν επιφάνειαν τού:-κύκλου.

Ιδού δ υπολογισμός τούτων τών πολυγώνων προεκτανθεες έως 
ου νά μή διαφέρουν πλέον κατά τά έπτά πρώτα δεκαδικά ψηφία.

Περιγεγραμμένον 
πολύγωνον. 

< . 4,0000000
. . 3,3137085
. . 3,1825979
. . 3,1517249
. . 3,1441184
. . 3,1422236
. . 3,1417504
. ν 3,1416321

Α ριθμδς τών Εγγεγραμμενον 
πλευρών. πολύγωνον.

4 . 2,0000000 .
8 . . . 2,8284271 .

16 . , , 3,0614674 .
32 ? λ , 3,3214451 .
64 , . , 3,1365485 .

128 . , . 3,1403311 .
256 .. , 3,1412772 .
512 . . . 3,1415138 .
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1024 . . . 3,1415729 . , . . 3,1416025
2048 . . . 3,1415877 · . . 3,1415951
4096 . . . 3,1415914 . . . 3,1415933
8192 . . . 3,1415923 . . . 3,1415928]

16384 . . . 3,1415925 . . . 3,1415927
32768 . . . 3,1415926 . . . 3,1415926

Εντεύθεν συνάγω δτι ή επιφάνεια τού κύκλου είναι = 3, 141- 
5926. Δυνατόν νά άμφιβάλλη τις διά τδ τελευταΐον δεκαδικόν 
έξ αιτίας των σφαλμάτων, τά οποία προέρχονται άπδ ·τά παρα- 
βλεφθέντα μέρη*  πλήν δ υπολογισμδς έγινε μέ έν δεκαδικδν πε­
ρισσότερόν, διά νά ή'μεθα βέβαιοι διά τδ έξαγδμενον τδ δποΐον εύ- 
ρήκαμεν μέχρι του τελευταίου δεκαδικού ψηφίου.

Επειδή ή επιφάνεια του κύκλου είναι ίση μέ τήν ημιπεριφέρειαν 
πολλαπλασιασθεΐσαν έπι τήν άκτΐνα, ούσης τής άκτΐνος 1, ή ημι­
περιφέρεια- είναι 3,1415926 ή τής διαμέτρου ούσης 1,ή περι­
φέρεια είναι 3,1415926*  λοιπδν δ λόγος τής περιφερείας πρδς 
τήν διάμετρον ανωτέρω σημειωθείς διά π είναι —3,1413926.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΕ'.
Α η μ. 'α. '

Τδ τρίγωνον ΓΑΒ (σχ. 170) ίσοουναμεϊ μέ τδ ισοσκελές ΔΓΕ, 
τδ δποΐον έχει τήν γωνίαν Γ, και τού'δποίου ή πλευρά ΓΕ ίση 
τή ΓΔ είναι μέση ανάλογος μεταξύ ΓΑ και ΓΒ. Περιπλέον, έάν 
ή γωνία ΓΑΒ ήναι ορθή, ή φερομένη κάθετρς ΓΖ έπι τής βάσεως 
τού ισοσκελούς τριγώνου, θέλει είναι μέση ανάλογος μεταξύ 
τής πλευράς ΓΑ και τού ήμιαθροίσματος τών πλευρών ΓΑ, ΓΒ.

Διότι 1.0> έξ αιτίας τής κοινής γωνίας Γ, τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι 
, ' _ 2

πρδς τδ ισοσκελές ΔΓΕ ώς ΑΓ X ΓΒ πρδς ΔΓ X ΓΕ ή ΔΓ 
(24, 3)*  λοιπδν .τά τρίγωνα ταύτα Θέλουν είναι ισοδύναμα, έάν 
—2
ΔΓ=ΑΓ X ΓΒ, ή έάν ΔΓ ήναι μέση ανάλογος μεταξύ ΑΓ, ΓΒ.

2.0ν Επειδή ή κάθετος ΓΗΖ τέμνει είς δύο ίσα μέρη τήν γω­
νίαν ΑΓΒ, .έχομεν (17, 3) ΑΗ : ΗΒ :: ΑΓ:ΓΒ, όθεν επεται, έν 
συνθέσει, ΑΗ*.  ΑΗ~ΗΗΒ ή ΑΒ :: ΑΓ: ΑΓ4~ΓΒ*  αλλά ΑΗ είναι 
πρδς ΑΒ ώς τδ τρίγωνον ΑΓΗ πρδς τδ τρίγωνον ΑΓΒ ή 2 ΓΔΖ*  
άλλως, έάν ή γωνία Α ήναι ορθή, τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΗ, 
ΓΔΖ, θέλουν είναι όμοια, και θέλουν δώσει ΑΓΗ: ΓΔΖ:;

ΑΓ ΓΖ*  λοιπδν,
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__σ __ 2
ΑΓ: 2ΓΖ:: ΑΓ: ΑΓ4-ΓΒ.

Εάν δέ πολυπλασιασθή δ δεύτερος λόγος έπΐ ΑΓ, οί ηγούμενοι 

αποβαίνουν ίσοι, κα'ι επομένως 2ΓΖ=ΑΓχ (Άΐ —{-ΓΒ), η ΓΖ 

=ΑΓΧ ΆΓΆΖΆ· λοιπόν 2°'·' εάν ή γωνία Α ήναι ορθή, ή 

κάθετος ΓΖ θέλει εϊναι μέση ανάλογος μ εταξύ τής -πλευράς ΑΓ 
και του ήμιαθροίσματος των πλευρών ΑΙ, και ΓΒ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΣΤ'.

Π ρ ο β λ η μ α.

Νά εύ'ρωμεν κύκλον διαφέροντα οσον θέλομεν κανονικού δεδο­
μένου πολυγώνου.

"Εστω, παραδείγματος χάριν, τδ τετράγωνον ΒΜΝΠ· από το 
κέντρον Γ άς κατεβάσωμεν την κάθετον I Α. επι τής πλευράς ΜΒ, 
κα’ι άς ένώσωμεν ΓΒ. σχ. 171.

'Ο μέ την άκ,τΐνά ΓΑ "γραφόμενος κύκλος είναι εγγεγραμμένος 
είςτότετράγωνον, δ δέ μέ την ακτίνα ΓΒ-περιγεγραμμένος εις τδ 
ίδιον ό πρώτος είναι μικρότερος τού τετράγωνου, ο δεύτερος με- 
γαλήτερος· άλλα πρόκειται να πλησιάσωμεν ταύτα τά όρια.

Άς λάβωμεν έκάστην τών ΓΔ, ΓΕ ΐσην μέ την μέσην ανάλογου 
μεταξύ ΓΑ και ΓΒ, και ,άς ενώσω μεν ΕΔ· τδ ισοσκελές τρίγωνον 
ΓΔΕ ίσοουναμεΐ μέ τδ τρίγωνον ΓΑΒ (προ, 15)· άς κάμωμεν τδ 
αύτδ δι' έκάστην τών οκτώ γωνιών τού τετράγωνου, θελομ.εν σχη­
ματίσει ουτω κανονικόν οκτάγωνον ισοδύναμον με τδ τετράγωνον 
ΒΜΝΠ. Ό γραφόμενος κύκλος μέ τήν ακτίνα ΓΖ, μέσην άνά­

λογον μεταξύ ΓΑ και Γ2±£!έ, εΐναι εγγεγραμμένος εις τδ δκτά- 

γωνον, δ δέ μέ τήν άκτΐνα ΓΔ περιγεγραμμένο;· ουτω; δ πρώτο ; 
θέλει είναι μικρότερο; του δεδομένου τετραγώνου, δ δεύτερο; με- 
γαλήτερο;*  άλλα τά δυο ταυτα δρ:α είναι πλησίέστερα μεταξύ των 
παρ’ οτί ήσαν τά δυο πρώτα*  διότι ή διαφορά μεταξύ τών αχτίνων 
των ητι; είναι δι’ δλα των τά σημεία ή αυτή, είναι μιχροτέρα τη; 
διαφορά; μεταξύ τών άχτίνων τών πρώτων.

Έάν τρέψωμεν κατά τον αύτδν τροπον τδ ορθογώνιον τρίγωνον 
ΓΔΖ εί; ισοδύναμον ισοσκελές, θέλομεν σχηματίσει κανονιχδν πο­
λύγωνον δεκαέξ πλευρών, ισοδύναμον μέ τδ δεδομένον τετράγω­
νον. 'Ο εγγεγραμμένο; κύκλο; εί; τούτο τδ πολύγωνον είναι μι­
κρότερο; του τετρριγούνου, δ δέ περιγεγραμμένο; μεγαλήτερο;· 
άλλά τά δύο ταύτα όρια είναι πλησιέστερα παρά τά πρώτα*  · Ήμ-
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κ, , αΉ? 
η '/νι —ς------

ποοούμεν νά έξαζολουθήσωμεν ουτω; έω; ού δ λόγο; μεταξύ τη; 
άζτΐνο; τού εγγεγραμμένου ζαί τη; τού περιγεγραμμένου ζύζλου 
νά διαφέοη οσον θέλομε*/  άπδ τον τη; ίσότητο;. Τότε οί δύο ζύζλοι 
ήμπορούν νά θεωρηθούν ώ; ισοδύναμοι μέ τδ δεδομένον τετράγωνον.

Σχόλιον. Ιδού ει; τι άγεται ή ζήτησι; τών διαδοχικών άζτι- 
νών*  έστω α ή άζτί; τού εγγεγραμμένου ζύζλου εί; εν τών εύρε- 
θέντων πολυγώνων, β ή τού περιγεγραμμένου εί; τδ ίοιον πολύ­
γωνον έστωσαν ά ζαί β' αί δμοιαι άζτΐνε; διά τό ακόλουθον πο­
λύγωνον τδ δποΐον έχει διπλάσιον αριθμόν πλευρών. Κατά τά 
άποδειγθέντα, β' είναι μέση άνάλογο; μεταξύ αζαί’β, ζαι ά με- 

τρόπον ώστε β — (αχβ), ζαι ά=ζ]Χ 

(αΧ -εάν λοιπόν αί άζτΐνε; α ζαι β ένδ; πολύ γώνου ήναι 
2

γδωσται, εύζόλω; προσδ,ιορίζομεν τά; άζτΐνα; τού άζολούθου : 
ζαί έξαζολουθούμεν ουτω έω; ου η διαφορά μεταξύ τών δύο άζτί- 
νων νά γένη άναιπαίσΟητο;. Τότε ή μία ή ή άλλη τούτων τών 
άκτίνων θέλει είναι ή άζτί; τού ισοδυνάμου ζύζλου μέ τδ -τετρά­
γωνον ή μέ τδ προτεθέν πολύγωνον.

Ή μέθοδο; αυτή εύκολον είναι νά βαλθή ει; πράξιν διά γραμ- 
- διότι άγεται έι; -τήν εύρεσιν μέσων διαδοχικών άναλόγων 
;ύ γνωστών γραμμών άλλ ή εφαρμογή τη; ει;' άριθμού; άπο- 

δαίνει έπιτυχεστέρα, ζαί χορηγεΓ μίαν τών έπιτηδειοτέρων άπδ 
οσα; ή στοιχειώδη; Γεωμετρία δύναται νά δώση μεθόδων πρδς 
εύρεσιν τού ώ; έγγιστα λόγου τη; περιφερεία; προ; τήν διάμε­
τρον: ’Τστω ή πλευρά τού τετραγώνου 2, ή πρώτη εγγεγραμ­
μένη άζτί; ΓΑ θέλει είναι 1, ζαί ή πρώτη περιγεγραμμένη ΓΒ, 
]Λ2ή 1, 4142136. Κάμνοντε; λοιπόν α=1,β=ί, 414 
2136,εύρίσζομενβ,= 1,Ϊ892Ο71,ζαίά=:1, 0986841. Οί 

άριθμοί ούτοι χρησιμεύουν διά τον υπολογισμόν τών άζολόύθων 
ζατά τον τή; συνεχεία; νόμον.

Ιδού τά εξαγόμενα τού υπολογισμού γενομένου μέχρι επτά 
ή δζτοί ψηφίων διά τών ζοινών λογαρίθμων.

Α κτΐνες των περιγεγραμ.- Άζτΐνες τών έγ^γεγραμ- 
μένων κύκλων. μενών κύκλων.
1,4142136 ..................................... 1,0000000.
1,8992071 .................................... 1,0986841.
1,1430500 ................................. 1,1210^63.
1,1320149 ...... 1,1265639.

μών.
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1,1292862 . . . " - · · 1,1279257.
1,1286063 ...... 1,1282657.

Ήδη δ’ δτι τά τέσσαρα πρώτα ψηφία είναι τά αυτά καί είς 
τά δυο μέρη, ήμπορουμεν άντί τών μέσων γεωμετρικών νά λά- 
6ωμεν τούς μέσους αριθμητικούς, οιτινες δεν διαφέρουν άπδ 
τούς γεωμετρικούς παρά εις τά ύστερα δεκαδικά. Κατ’ αυτόν 
τδν τρδπον ή εργασία έπιτέμνεται πολύ, καί τά εξαγόμε­
να είναι*

1,1284360 ................................... 1,1283508.
1,1283934 ...... 1,1283721.
1,1283827 ...................................  1,1283774.
1,1283801 ...... 1,1283787.

* 1,1283794 ................................... 1,1283791.
1,1283792 ...... 1,1283792.

Λοιπδν 1,1283792 είναι περίπου η άκτ’ις τού ίσου κατά τήν 
επιφάνειαν μέ τδ δεδομένον τετράγωνον κύκλου τού οποίου τετρα­
γώνου ή πλευρά είναι 2. Εντεύθεν εύκολον είναι νά εύρωμεν τδν 
λόγον τής περιφερείας πρδς τήν διάμετρον*  διότι άπεδείχθη δτι ή 
επιφάνεια τού κύκλου ίσούται μέ τδ τετράγωνον τής άκτϊνός του 
πολυπλασιασθέν έπι τδν άριθμδν π*  έάν λοιπδν διαιρέσωμεν τήν 
επιφάνειαν 4 διά τού τετραγώνου τού 1,1283792, θέλομεν έχει 
τήν τιμήν τού π, τήν οποίαν εύφίσκομεν διά τούτου τού υπολογι­
σμού ίσην μέ 3,1415926 ζ.τ.λ., ώς τήν εύρομεν δί άλλης 
μεθόδου.

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΕΙΣ ΤΟ Α.
Β ΓΒ Λ 1 Ο Ν.

'Ο ρ ι σ μ ο ί.

Αζ. Καλεΐται μ έ γ ι σ τ ο ν (πχαχίππιπι) ή μεγαλητέρα ποσό- 

της άπδ δλας τάς άλλας τοΰ ιδίου είδους*  έ λ ά χ ι σ τ ο ν (πιΐηχ- 
πηιπι) ή μικροτέρα.

Ούτως ή διάμετρος τού κύκλου είναι μέγιστον τι μετα­
ξύ δλων τών γραμμών αίτινες ένδνουν δύο σημεία τής περιφέρειας, 
και ή κάθετος είναι έλάχιστόν τι μεταξύ δλων τών άπδ δεδο­
μένον σημείο/ εις δεδομένην ευθείαν φερομένων ευθειών.
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Ιϊ. Καλούνται σχήματα ίσ ο π ε ρ ίμε τ ρ·α τά ΐσας περιμέτρους 
έγοντα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣΑ'.

Θεώρημα.
Μεταξύ δλων -τών τριγώνων τής αυτής βάσεως και τής αυτής 

περιμέτρου, τδ μέγιστόν είναι ,έκεΐνο εις το δποΐον αί δυο ά- 
ποοσδιδριστοι πλευραί είναι ΐσαι.

" "Εστω ΑΓ—ΓΒ, και ΑΜ^-ΜΒ—ΑΓ+ΓΒ*  λέγω δτι τδ 
ισοσκελές τρίγωνον ΑΓΒ είναι μεγαλήτερον του τριγώνου ΑΜΒ 
το δποΐον έχει, την αυτήν βάσιν και την αυτήν περίμετρον, σχ. 172.

’Εκ τής στιγμής Γ, ώς έζ κέντρου, μέ τήν ακτίνα ΓΑ=ΓΒ, 
άς γραφθή περιφέρεια συναπαντώσα τήν ΓΑ προεζβαλλομένην εις 
Δ*  άς έπιζευχθή ΑΒ*  ή γωνία ΔΒΑ, εγγεγραμμένη εν τώ 
ήμιζυζλίω θέλει είναι ορθή (15, 2). Άς προεζβληθή ή κά­
θετος ΔΒ πρδς τδ Ν, άς γένη ΜΝ=ΜΒ, και άς έπιζευχθή 
ΑΝ. Τέλος έζ τών στιγμών Μ και Γ άς καταβασθώσιν αί κά­
θετοι ΜΠ και ΓΗ έπί τής ΔΝ. Επειδή ΓΒ=ΓΔ και ΜΝ 
—ΜΒ, έ'χομεν ΑΓ-ΗΓΒ—ΑΔ, και ΑΜ+ΜΒ=ΑΜ~ΗίΝ. 
Α’λλά ΑΓ+ΓΒ=ΑΜ4-ΜΒ· λοιπδν ΑΔ=ΑΜ4-ΜΝ*  λοιπδν 
ΑΔδ>ΑΝ. Τώρα έπειδή ή πλαγία ΑΔ είναι μεγαλητέρα τής 
πλαγίας ΑΝ, πρέπει νά απομακρύνεται τής καθέτου περισσότερόν*  
λοιπδν ΔΒ^>ΒΝ*  άρα ΒΗ, ήμίσεια τής ΒΔ (12,1) είναι μεγα­
λητέρα τής ΒΠ ήμισείας τής ΒΝ. Άλλα τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΜ, 
τά δποΐα έχουν τήν αυτήν βάσιν. ΑΒ, είναι πρδς άλληλα ώς τα 
υψη των- ΒΗ, ΒΠ*  λοιπδν, έπειδή, ΒΗ ΒΠ, τδ ισοσκελές 
τρίγωνον ΑΒΓ είναι μεγαλήτερον του μή ισοσκελούς ΑΜΒ τής. 
αυτής βάσεως καί ’τής αυτής περιμέτρου.

.Π Ρ Ο Τ Α Σ IΣ Β'.

Θεώρημα.
Μεταξύ δλων τών ισοπεριμέτρων πολυγώνων και τού αυτού 

αριθμού πλευρών, τδ μέγιστον έχει τάς πλευράς του ίσας.
Διότι έστω ΑΒΓΔΕΖ τδ μέγιστον πολύγωνον*  έάν ή πλευρά 

ΒΓ δέν ήναι ίση τή ΓΔ, άς ζατασζευασθή έπί τής βάσεως ΒΔ 
τρίγωνον ισοσκελές τδ ΒΟΔ ίσοπερίμςτρον μέ τδ ΒΓΔ*  τδ τρίγω­
νον ΒΟΔ θέλει είναι μεΐζον τού ΒΓΔ (πρδ. 1), και έπομένως τδ 
πολύγωνον ΑΒΟΔΕΖ μεΐζον τού ΑΒΓΔΕΖ*  λοιπδν τδ τελευταΐον 
τούτο δέν ήθελεν είναι τδ μέγιστον άπδ δσα έχουν τήν αυτήν 
περίμετρον καί τδν αύτ.δν άριθμδν πλευρών, τδ οποίον είναι εναν­
τίον τής ύποθέσεως. Πρέπει λοιπδν ΒΓ=ΓΔ*  διά τδν αυτδν λδ- 
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γον ΓΔ—ΔΕ, ΔΕ=ΕΖ ζ. τ. λ· λοιπδν ολαι αί πλευρά: του 
μεγίστου πολυγώνου είναι ισαι πρδ; άλληλα;. σχ. 173.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.
Θεώρημα.

Άπδ δλα τά σχηματιζομενα τρίγωνα μέ δύο δεδομένα; πλευρά; ' 
ποιούσα; μεταξύ των γωνίαν κατ’ αρέσκειαν, τδ μέγίστον είναι είς 
τδ Δποΐον αί δύο δεδομένα: πλευραί αποτελούν ορθήν γωνίαν.

’Εστωσαν τά δύο (τρίγωνα 'ΒΑΓ, ΒΑΔ, τά δποΐα έχουν τήν 
πλευράν ΑΒ κοινήν, καί τήν ΑΓ=ΑΔ*  έάν ή γωνία ΒΑΓ ήναι 
ορθή, λέγω οτι τδ τρίγωνον ΒΑΓ θέλε: είναι μεγαλήτερον του 
ΒΑΔ είς τδν δποΐον ή εν Α γωνεία είναι οξεία ή αμέλεια. σχ. 174.

Διότι έπειδή ή βάσι; ΑΒ είναι ή.αυτή, τά δύο τρίγωνα ΒΑΓ, 
ΒΑΔ, είναι ώ; τά υύη ΑΓ, ΔΕ: άλλ’ ή κάθετος ΔΕ είναι βρα- 
χυτέρα τή; πλαγία; ΑΔ ή τή; ίση; μέ αυτήν ΑΓ*  λοιπδν .τδ 
τρίγωνον ΒΑΔ είναι μικρότερον του ΒΑΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.
Θεώρημα. ν

Άπδ δλα τά σχηματιζομενα πολύγωνα μέ ’δεδομένα; πλευρά; 
καί μίαν κατ’ αρέσκειαν, τδ μέγίστον πρέπει νά ήναι τοιούτον ώστε δ- * 
'λαιτουαί γωνία: νά έγγράρωντα: εί; ήμιπερίρέρειαν τή; οποία; ή 
άγνωστο; πλευοά είναι ’ή διάμετρο;. Χ

Εστω ΑΒΓΔΕΖ τδ μεγαλήτερον τών σχηματιζομενων πολυ­
γώνων μέ τά; δεδομένα; πλευρά;. ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΕΖ, καί μίαν 
τελευταίαν ΑΖ κατ’ άρέσκιατ ά; έπιζευχθώσιν αί διαγώνιοι ΑΔ, 
ΔΖ. Έάν ή γωνία ΑΔΖ δέν ήτον ορθή, ήμπορούσαμεν, ρυλάτ- 
τοντε; τά μέρη ΑΒΓΔ, ΔΕΖ ώ; υπάρχουν, νά αύξήσωμεν τδ 
τρίγωνον ΑΔΖ, καί έπομένω; τδ δλον πολύγωνον, άποκαθιστών- 
τε; τήν γωνίαν ΑΔΖ ορθήν, κατά τήν προλαβούσαν πρότασιν 
άλλα τδ πολύγωνον τούτο δέν ήμπορεΐ πλέον νά αύξηνθή, διότι 
υποτίθεται δτι έρθασενεί; τήν μεγίστην του κατάστασιν λοιπδν ή 
γωνία ΑΔΖ είναι ήδη ορθή. Τδ αυτδ υπάρχει διά τά; γωνίας 
ΑΒΖ, ΑΓΖ? ΑΕΖ*  λοιπδν δλαι αί γωνίαι Α,Β, Γ, Δ, Ε, Ζ τού μεγί­
στου πολυγώνου είναι εγγεγραμμένα: εί; ήμιπεριρέρειαν τή; 
οποία; ή απροσδιόριστο; ςπλευρά ΑΖ εΐναΓ ή διάμετρο;, σχ. 175.

Σχδλιον. Τΐ πρότασι; αυτή δίδει χώραν είς τι ζήτημα*  
τουτέστιν έάν υπάρχουν πολλοί τρδποι τού σχηματίζειν πολύγωνον 
•μέ δεδομένα; πλευρά;, και μίαν τελευταίαν άγνωστον, ήτις νά 
•ήναι ή διάμετρο; τή; ήμιπεριρερεία; ει; τήν οποίαν αί άλλα; 
-,πλευραι είναι εγγεγραμμένα:: δηλαδή έάν ήναι δυνατδν άρ’ οΰ 
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εύοεθή πολύγωνον, τδ οποίον νά έχει τήν ιδιότητα, ώστε· δλαι του 
αί γωνίαι νά έγγράφωνται εις τήν ημιπεριφέρειαν τής οποίας ή 
απροσδιόριστος πλευρά είναι ή διάμετρος, έάν, λέγω, τδ πολύ­
γωνον τούτο είναι δυνατδν νά έγγραφθή εις άλλην περιφέρειαν 
διαφορετιζήν*  διότι έάν τούτο ήναι δυνατδν, τδτε ήθελον υπάρχει 
άπειρα πολύγωνα έχοντα τήν άπαιτουμένην ιδιότητα του μεγίστου, 
ζαι έπομένως πολλά μέγιστα πολύγωνα, τά δποΐα είναι αδύνατον. 
Πριν νά εί'πωμέν τι έπάνω εις τούτο τδ ζήτημα, πρέπει νά 
παρατηρήσωμεν δτι, έάν μία ζαι ή αυτή χορδή ύποτείνη τδ'ξα 
γεγραμμένα μέ διάφορους άζτΐνας ΑΓ, ΑΔ, ή εις τδ ζέντρον 
γωνία έπιστηριζομένη έπι ταύτης τής χορδής Θέλει είναι μιζρο- 
τέρα εις τδν ζύζλον τού οποίου ή άζτις είναι ή μεγαλητέρα*  
ούτως ΑΓΒ<ζΑΔΒ. Τώ δντι ή γωνία ΑΔΟ—ΑΓΔ-|-ΓΑΔ 
(27, 2)’ λοιπδν 'Α ΓΔ <ζ ΑΔΟ, ζαι διπλασιάζοντες άμοδτερα τά. 
μέρη Θέλομεν έχει ΑΓΒ<^ΒΔΒ. σχ. 176.

IIΡ Ο Τ Α Σ IΣ Ε'.
Θεώρημα.

Εις μόνος τράπος υπάρχει του σχηματίζειν τδ πολύγωνον ΑΒΓΔ- 
ΕΖ μέ δεδομένας πλευράς ζαί'μίαν τελευταίαν άγνωστον, ήτις νά ή­
ναι ή διάμετρος τής ήμιπεριφερείας εις τήνδπσίαν αί άλλαι πλευρά! 
ε ίν αι έγγεγ ρ αμ μ έναι.

Διότι, άς δποθέσωμεν δτι εύρήζαμεν ζύζλον πληοούντα εις 
τδ ζήτημα*  έάν λάβωμεν μεγαλήτερον, αί χορδαί ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, 
ζ. τ.. λ. θέλουν αντιστοιχεί εις γωνίας εις τδ ζέντρον μιζροτέ- 
ρας. Τδ άθροισμα λοιπδν όλων τών εις τδ ζέντρον τούτων γω­
νιών θέλει είνα; μιζρότερον άπδ δύο δρθάς. Ούτω τά άζοα τών 
οεοομενων πλευρών, δέν φθάνουν εις τά άζρα μιας διαμέτοου' έάν 
δέ λάδωμεν ζύζλον μιζρότερον, τδ άθροισματών εις τδ ζέντρον γω­
νιών ήθελεν είναι μεΐζον δύο ορθών, ζαι ούτε πλέον αί δεδομέναΐ πλευ­
ρά! ήθελον τελειόνει επι τών άζρων τής διαμέτρου*  άρα τδ περί οΰ δ λό­
γος πολύγωνον εις ένα μόνον ζύζλον ήμπορεΐ νά έγγραφθή. σχ. 175.

Σχδλιον. Ήμπορουμεν νά άλλάξωμεν ζατ’ άρέσζειαν τήν 
ταςιν τών πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ζ. τ. λ. ζαι *ή  διάμετρος του 
περιγεγραμμένου ζύζλου πάντοτε Θέλει είναι ή αυτή, ζαθώς ζαι 
η επιφάνεια του πολυγώνου*  διότι δποιαδήποτε ζαι αν ήναι ή 
ταςιε των τδςων ΑΒ, ΒΓ, ζ. τ. λ., άρζει τδ άθροισμά των νά άπο- 
τελή τήν ημιπεριφέρειαν, ζαι τδ πολύγωνον θέλει έχει πάντοτε τήν 
αυτήν επιφάνειαν, διότι Θέλει ισοΰται μέ τδ ήμιζύζλιον μεΐον τά τμή­
ματα ΑΒ,ΒΙ, ζ. τ. λ. τώνοποάον τδ άθροισμα είναι πάντοτε το αυτά.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΓ. 

θεώρημα.
Άπδ δλα τά σχηματιζόμενα πολύγωνα μέ δεδομένας πλευράς, 

τδ μέγιστον είναι τδ δυνάμενον νά έγγραφθή εις κύκλον.
’Έστω ΑΒΓΔΕΖΗ τδ έγγεγραμμένον πολύγωνον, αβγδεζη 

τδ μή δυνάμενον νά έγγραφθή σχηματισμένον μέ ίσας πλευράς, 
<ς τρόπον ώστε ΑΒ = αβ, ΒΓ = βγ, κ.τ.λ· λέγω δτι ^τδ έγ­
γεγραμμένον πολύγωνον είναι μεγαλήτερόν του άλλου· άς, φερ- 
θή ή διάμετρος ΕΜ, άς έπιζευχθώσι ΑΜ, ΜΒ' έπι τής αβ = 
ΑΒ, άς κατασκευασθή τδ τρίγωνον αβγ ίσον μέ τδ ΑΒΜ, και 
άς έπιζευχθή εμ., σχ. 177.

Δυνάμει τής ΔΖ προτάσεως, τδ πολύγωνον ΕΖΗΑΜ είναι με- 
γαλήτερον τού εζηαμ, έκτδς έάν τδ πολύγωνον τούτο ήμπορεΐ νά 
έγγραφθή εις ημιπεριφέρειαν, τής οποίας ή πλευρά εμ ήθελεν 
.είναι ή διάμετρος· πλήν έπειδή, τούτου δοθέντος, ή ημιπεριφέ­
ρεια αύτη δέν ήμπορεΐ ούτε έλάσσων ούτε μ,είζων να ήναι τής 
ήμιπεριφερείας τής οποίας ΕΜ είναι ή διάμετρος κατα την Ε προ- 
τασιν, μένει νά ήναι ίση· άλλά τότε τά δυο πολύγωνα ήθελον 
είναι ίσα. Διά τδν αύτδν λόγον τδ πολύγωνον ΕΔΓΒΜ είναι 
μεγαλήτερόν του εδγβμ. έξαιρουμένης τής περιστάσεως καθ ην 
ήθελον είναι ίσα. Λοιπδν τδ δλον πολύγωνον ΕΖΗΑΜΒΓΔΕ εί­
ναί μεΐζον τού εζημβγδ, έζτδς έάν ήναι ίσα*  άλλα δέν είναι*  
διότι τδ έν 'έγγράφεται εις τον ζύζλον, ζαι τδ άλλο υποτίθεται 
μή έγγράψιμον*  λοιπδν τδ έγγεγραμμένον είναι τδ μεγαλήτερόν. 
Ε’άν ζαί άπδ τά .δύο μέρη άφαιρεθώσι τά ίσα τρίγωνα ΑΒΜ, 
αβα, μένει τδ έγγεγραμμένον πολύγωνον . ΑΒΓΔΕΖΗ μεγάλη*  

■τερον τού μή έγγραύίμου αβγδεζη.
Σχόλιό ν.. Καθώς εις τήν Ε' πρότασιν ήθέλαμεν αποδείξει 

οτι δέν ήμπορεΐ νά ύπάρχη παρά εις μόνος ζύζλος, ζαι έπο- 
μένως έν μόνον μέγιστον πολύγωνον τδ οποίον να πληροί εις 
τδ ζήτημα, ζαί τδ πολύγωνον τούτο Θέλει έχει τήν αυτήν επι­
φάνειαν, ζαθ’ οποίον τρόπον ζαι άν μεταβληθή ή τάξις τών πλευρών 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ζ'.
Θεώρημα.

Τδ ζανονιζδν πολύγωνον είναι μέγιστον μεταξύ όλων τών ίσο- 
περιμέτρων πολυγώνων τρύ αυτού αριθμού πλευρών.

Διότι, ζατά τδ δεύτερον θεώρημα, τδ μέγιστον πολύγωνον έ­
χει δλας του τάς πλευράς ίσας*  ζαι, ζατά τδ προλαβδν, είναι έγ- 
γράψιμον εις τδν ζύζλον*  λοιπδν τδ πολύγωνον τούτο είναι ζανονιζόν.
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ΠΡΟΤ Α'ΣΙΣ Η'.

Λ η [Λ μ α.
Δυο γωνίαι εις τδ κέντρον μετρούμεναι είς διαφορετικούς κύκλους 

εϊναι1 προς άλλήλας ώς τά περιεχόμενα τόξα διαιρούμενα διά τών 
ακτινών.

Ούτως ή γωνία Γ είναι προς τήν γωνίαν Ο ώς δ λόγος —
Χ , λ , ΔΕ , _ Α1

προς τον λογον σχ. 1/8.
Μέ άκτΐνα ΟΖ ίσην τή ΑΓ άς γραφθή τδ τόξον ΖΗ περιεχό- 

μενον μεταξύ τών πλευρών ΟΔ, ΟΕ προεκβαλλόμενων έξ αίτιας 
τών ίσων άκτίνων ΑΓ, ΟΖ, θέλ ομεν έχει κατά πρώτον Γ: Ο:: 
ΑΒ: ΖΗ(πρ. 17, 2) ή:: έπειτα, έξ αιτίας τών δμοίων

τόξων ΖΗ, ΔΕ, ΖΗ: ΔΕ: : ΖΟ : ΔΟ (πρό. 11)· λοιπδν δ λόγος 

ζθείναι ίσος με τον λογον —, και επομένως 1 :Ο::δγ ^·
ΠΡΟΤΑΣΙΣ Θ'.

Θεώρημα.
Έκ δύο κανονικών ισοπεριμέτρων πολυγούνων, τδ έχον μεγα- 

λήτερον άριθμδν πλευρών είναι τδ μεγαλήτερον.
Έστω ΔΕ ή ήμιπλευρά τού ένδς τών πολυγώνων, Ο τδ 

κέντρον του, ΟΕ τδ απόστημά του*  έστω ΑΒ ή ήμιπλευρά τού 
άλλου πολυγώνου, Γ τδ κέντρον του, ΓΒ τδ άπόστημά του. Ύ- 
ποθέτομεν τά κέντρα Ο και Γ άπέχοντα άπ’ άλλήλων οποιονδή- 
ποτε διάστημα ΟΓ, και τά άποστήματα ΟΕ, ΓΒ, κατά τήν διεύ­
θυνσήν ΟΓ: ούτως ΔΟΕ και ΑΓΒ Θέλουν είναι αί είς τδ κέντρον 
ήμιγωνίαι τών πολυγώνων, και έπειδή. αί γωνίαι αυταΐ δεν είναι 
ίσαι, αί. γραμμαί ΓΑ, ΟΔ προεκβληθεΐσαι θέλουν συναπαντηθή 
είς στιγμήν τινά Ζ*  έκ ταύτης άς κατεβασθή έπι τής ΟΓ ή κά­
θετος ΖΗ*  έκ τών στιγμών Ο και Γ, ώς έκ κέντρων, άς γραφθώσι- 
τά τόξα Ηί, ΗΘ περατούμένα είς τάς πλευράς ΟΖ, ΓΖ*  σχ. 179.

Τούτου τεθέντος, έχομεν κατά τδ προλαβδν λήμμα Ο : Γ ::
'άλλά ΔΕ είναι πρδς τήν περίμετρον τού πρώτου πολυγώ­

νου ώς ή γωνία Ο είς τέσσαρας δρθάς, καί ΑΒ είναι πρδς τήν 
περίμετρον του δευτέρου ώς ή γωνία Γ πρδς τέσσαρας δρθάς*  
λοιπδν, έπειδήη αί περίμετροι τών πολυγώνων είναι ίσαι-, ΔΕ: 
ΑΒ : : Ο : Γ, ή ΔΕ: ΑΒ : : ·]^*  πολυπλασιάζοντες τούς η­
γουμένους έπί ΟΗ καί τούς έπομένους έπί ΓΗ, θέλομεν έχει- 
ΔΕ X ΟΗ : ΑΒ X ΓΗ:: ΗΙ: ΗΘ. Αλλά τά όμοια τρίγωνα 
ΟΔΕ, ΟΖΗ, δίδουν ΟΕ :ΟΗ::ΔΕ:ΖΗ, οθεν επεται ΔΕ X
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011 ΟΕ X ΖΗ*  θέλομεν έχει παρομοίως ΑΒ X ΙΊΙ = 
ΓΒ X ΖΗ· λοιπόν ΟΕ X ΖΗ : ΓΒ X ΖΗ:: Ηί: ΗΘ, ή ΟΕ : 
ΓΒ::ΗΙ: ΗΘ. ’Εάν λοιπόν δείξωμεν δτι τδ τδξον ΗΙ είναι με- 
γαλήτερον' τού τόξου ΗΘ, θέλει άκολουθήσει οτι τδ απόστημα 
ΟΕ είναι μεγαλήτερον του ΓΒ.

Άπδ τδ άλλο μέρος τής ΓΖ άς γένη τδ σχήμα ΓΚ χ ίσον 
μέ τδ σχήμα ΓΗχ, εις τρόπον ώστε ΓΚ'=:ΓΗ, ή γωνία ΘΓΚ' 
= ΘΓΗ, και τδ τδξον Ινχ =ζχΗ’ ή καμπύλη ΚχΗ περί— 
κυκλοΐ τδ τδξον Κ/ΘΗ, καί είναι μεγαλητέρα άπδ αυτό (προ. 9)’ 
άρα Ηχ ήμίσεια τής καμπύλης, είναι μεγαλητέρα» του ΗΘ ήμί- 
σεωςτού τόξου*  λοιπον, πολύ περισσότερον, ΗΙ είναι μεΐζον του ΓΙΟ.

Έκ τούτου έπεται, δτι τδ απόστημα ΟΕ είναι μεϊζον τού ΓΒ. 
άλλα τά δύο πολύγωνα ώς ίσοπερίμετρα είναι προς άλληλα ως 
τά άποστήματά των (προ. 7)*  λοιπόν1 τδ πολύγωνον τδ έχον ή- 
μιπλευράν ΔΕ είναι*  μεγαλήτερον τού έχοντος ήμιπλευράν ΑΒ*  
τδ πρώτον έχει περισσοτέρας πλευράς, -, διότι ή εις τδ κέντρον 
γωνία του είναι μικροτέρα*  άρα έκ δύο κανονικών ίσοπεριμέτρων 
πολυγώνων, τδ έχον περισσοτέρας πλευράς είναι τδ μεγαλήτερον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.
Θεώρημα.

Ο κύκλος είναι μεγαλήτερος άπδ κάθε ίσοπερίμετρον πο­
λύγωνον.

Άπεδείχθη ήδη, δτι άπδ, δλα τά ίσοπερίμετρα πολύγωνα και 
τού αυτού άριθμού πλευρών τδ κανονικόν πολύγωνον είναι τδ με­
γαλήτερον· ούτως άλλο δεν πρόκειται παρά νά συγκρίνωμεν τον 
κύκλον μέ δποίονδήποτε κανονικόν ίσοπερίαετρον πολύγωνον, Έστω 
ΑΙ ή ήμιπλευρά τούτου τού πολυγώνου, Γ το ζέντρον του. Έστω 
εις τον ισοπερίμετρον κύκλον ή γωνία ΔΟΕ = ΑΓΙ, καί έπομέ- 
νως το τόξον ΔΕ ίσον μέ την ήμιπλευράν ΑΙ. Το πολύγωνον 
Π είναι προς τον κύκλον ίν ώς το τρίγωνον ΑΓΙ προς τον το­
μέα ΟΔΕ- ούτως έχομον II: Κ:: ά ΑΙ X ΓΙ: γ ΔΕ ΧΟΕ : : 
ΓΙ:ΟΕ. Ας άχθη εις τήν στιγμήν Ε ή έφαπτομένη ΕΗ ήτις 
συναπαντά την προεκβολήν τής ΟΔ εις Η. Τά ομοια τρίγωνα 
ΑΓΙ, ΗΟΕ, δίδουν τήν άναλογίαν, Π:ΟΕ::ΑΙ ή ΔΕ:ΗΕ· 
λοιπον II: Κ.:: ΔΕ: ΗΕ : ή ώς ΔΕ X \ ΟΕ μέτρον τού τομέως 
ΔΌΕ προς ΗΕ X ΟΕ μέτρον του τριγώνου ΗΟΕ- άλλ’ ό το- 
μευς είναι μικρότερος του τριγώνου- λοιπον Π είναι μικρότερου 
τού Κ, άρα ο κύκλος είναι μεγαλήτερος άπό κάθε πολύγωνον 
ί’σοπερίμετρον. σχ. 180.
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Β I Β Λ I Ο Ν Ε'.

ΤΑ ΕΠΙΠΕΔΑ ΚΑΙ ΑΙΣΤΕΡΕΑΤ
ΓΩΝΙ Α I.

Ό ρ ι σ «, ο ί.

. > ιπ
Α. Ιΐύθεία γραμμή είναι κάθετος έν έπιπέδω δταν ήναι 

κάθετος εις δλας τάς ευθείας τάς διεργομένας διά του ποδδς 
της εις το επίπεδον (προ. 4). ’Αντιστρδοως τδ επίπεδον είναι 
κάθετον εις τήν γραμμήν.

Ο πούς τής καθέτου είναι ή στιγμή τής συναπαντήσεώς της 
μέ τδ επίπεδον.

Β. Ευθεία είναι παράλληλος επιπέδου- δταν δέν ήμπο-. 
ρή να τδ συναπαντήση οσον και άν προεκβληθή. ’Αντιστρδοως 
το έπιπεοον είναι παράλληλον ’ τής γραμμής.

I.. Δύο επίπεδα είναι παράλληλα μεταξύ των, δταν δέν 
ήμπορουν νά συναπαντηθώσιν όσον καί άν προεκβληθώσι.

Δ. θεΛει άποδειχθή (προ. 3) δτι ή κοινή τομή δύο επιπέδων 
τα δποΐα συναπαντώντας είναι ευθεία γραμμή: τούτου τεθέντος, 
ή γωνία ή ή αμοιβαία κ λ ίσες δύο επιπέδων είναι ή ποσδτης 
μάλλον ή ήττον μεγάλη κατά τήν οποίαν άπέχουσιν απ’ άλλή- 
λων*  ή ποσδτης αυτή μετρεΐται άπδ τήν γωνίαν τήν οποίαν ζά- 
μνουν μεταξύ των δύο κάθετοι ήγμένοίι είς έκαστον τούτων τών 
επιπέδων εις τήν αυτήν στιγμήν τής κοινής τομής’ (βλέ. προ. 7).

Η γωνία αύτη ήμπορεΐ νά ήναι οξεία, ορθή, ή αμβλεία.
Ε. Εαν ήναι ορθή, τά δύο επίπεδα είναι κάθετα τδ έν 

εις τδ'άλλο.
11 . Γωνία στερεά είναι τδ γωρίον τδ περιεχδμενον άπδ 

τα επίπεδα πολλών γωνιών αί οποίαι ένούνται εις τήν αυτήν 
στιγμήν.

Ουτο^ς ή στερεά γωνία X σχηματίζεται άπδ τήν ένωσιν τών ε­
πιπέδων Α1Β, ΒΣΓ, ΓΣΒ, ΔΣΑ. σχ. 199.

Τουλάχιστον χρειάζονται τρία επίπεδα διά τδ'Λ σχηματισμόν 
στερεάς γωνίας. >
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.

Θεώρημα.
Ευθείας γραμμής μέρος δέν ήμπορεΐ νά |ναι εις τδ έπίπεδον, 

καί μέρος εκτός αύτού.
Διότι, κατά τδν ύρισμδν του επιπέδου, άμα εύθεΐα γραμμή έ­

χει δύο κοινά σημεία μέ επίπεδόν τι, εύρίσκεται ολη εις τούτο τδ 
έπίπεδον.

Σχόλιον. Διά νά γνωρίσωμεν εάν επιφάνεια τις ήναι επί­
πεδος, πρέπει νά έφαρμόσωμεν εύθεΐαν γραμμήν εις διάφορα μέ­
ρη αυτής και νά ίδωμεν εάν άπτεται τής επιφάνειας καθ’ δλην 
της τήν εζτασιν.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Β'.

Θεώρημα.
Δύο εύθεΐα*  αίτινες τέμνονται εύρίσζονται εις τδ αυτδ έπίπε­

δον, και προσδιορίζουν τήν θέσιν του.
’Έστωσαν ΑΒ, ΑΓ, δύο εύθεΐαι αίτινες τέμνονται εις Α: ήμ- 

πορούμεν νά φαντασθώμεν έπίπεδον εις τδ δποΐον νά εύρίσκηται ή 
εύθεΐα ΑΒ*  έάν ακολούθως στρεψωμεν τούτο τδ έπίπεδον ολόγυρα 
τής ΑΒ, έως ου νά διέλθη διά τής στιγμής Γ, τότε ή γραμμή 
ΑΓ, έχουσα δύο τών σημείων της Α και Γ εις τούτο τδ έπίπεδον, θέλει 
εύρίσκεται όλη εις αυτό*  λοιπόν ή θέσις τούτου τού έπιπέδου προσ-, 
διορίζεται άπδ μονήν τήν συνθήκην τδ νά περεέχη τάς δύο ευθείας 
ΑΒ, ΑΓ. σχ. 181.

Πόρισμα Α. Τρίγωνόν τδ ΑΒΓ, ή τρία σημεία Α, Β, Γ, 
μή έπ’ ευθείας προσδιορίζουν τήν θέσιν έπιπέδου.

Πόρισμα ΒΓ. Λοιπόν ωσαύτως δύο παράλληλοι ΑΒ, ΓΔ 
προσδιορίζουν τήν θέσιν έπιπέδου*  διότι έάν άχθη ή διατέμνουσα 
ΕΖ, τδ έπίπεδον τών δύο ευθειών ΑΕ, ΕΖ θέλει είναι τδ τών 
παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ'.

Θεώρημα.
Ή κοινή τομή δύο επιπέδων τά δποΐα τέμνονται, είναι εύθεΐα 

γραμμή.
Διότι έάν μεταξύ τών κοινών σημείων εις τά δύο έπίπεδα ή- 

τον δυνατόν νά εύρεθώσι τρία μή έπ’ εύθείας, τά δύο έπίπεδα 
'διερχόμενα διά τών τριών τούτων σημείων δέν ήθελον σχηματίζει 
παρά εν μόνον καί τδ αύτδ έπίπεδον (προ.. 2), τδ δποΐον έναν- 
'τιούται εις τήν ’ύπόθεσιν,
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.

Θεώρημα.
Έάν εύθεΐα γραμμή ΑΠ ήναι κάθετος εις δύο άλλας ΠΒ,ΠΓ, 

αίτινες διασταυροΰνται εις τον πόδα της εν τώ έπιπέδω ΜΝ, 
θέλει είναι κάθετος εις δποιανδήποτε εύθεϊαν ΠΚ ήγμένην έζ 
του ποδός της εϊς τδ αΰτδ επίπεδον, και ουτω θέλει είναι κά­
θετος εις τδ επίπεδον ΜΝ. σχ. 183.

’Ας ληφθή έπι τής ΠΚ σημεΐον τι κατ’ αρέσκειαν Κ, άς 
άχθη ή ΒΓ εντός τής γωνίας ΒΠΓ, εις τρόπον ώστε ΒΚ=ΚΓ 
(προβ. 5. βιβλ. 3)· άς έπιζευχθώσιν αί ΑΒ, ΑΚ, ΑΓ.

Επειδή ή βάσις ΒΓ διαιρείται εις δυο ίσα μέρη είς τήν στιγ­
μήν Κ, τδ τρίγωνον ΒΠΓ δίδει (14, 3\

1 —2 —2 __ 2 __2

ΠΓΗ-Π Β=2ΠΚΗ-2ΚΓ.
Τδ τρίγωνον ΒΑΓ δίδει παρομοίως,

—2 —2—2—2
ΑΓ+ΑΒς=2 ΑΚ4-2ΚΓ.

Έάν άπδ τήν δευτέραν ισότητα άραιρέσωμεν τήν ,πρώτην. καί 
παρατηρήσωμεν ότι τά τρίγωνα ΑΠΓ, ΑΠΒ, καί τά δύο δρ-

—2 —2 —2 —2 —2 —2
θογωνια είς Π, δίδουν ΑΓ—ΠΓ-—ΑΠ, καί ΑΒ—ΠΒ=Α1Γ 
θέλομεν έχει, 

__ 2 _ >2 —2 __ *)  
ΑΠ+ΑΪΙ=2ΑΚ—2ΠΚ.

—2
Λοιπόν, διαιρούντες και τά δύο μέλη διά 2, συνάγοιζεν ΑΠ— 

—2 —2 _ 2 __2 __2 1
ΑΚ-—ΠΚ, ή ΑΚ=ΑΠ-4"ΠΚ. Τώρα έπειδή είς μονον τδ ορ­
θογώνιον τρίγωνον τδ άθροισμα τών τετραγώνων τών δύο πλευ­
ρών ίσούται μέ τδ τετράγωνον της τρίτης*  διά τούτο τδ τρίγωνον 
ΑΠΚ είναι ορθογώνιον είς Π*  λοιπδν ΑΠ είναι κάθετος είς την ΠΚ.

Σχολιον. Εντεύθεν βλεπομ,εν, οτι οχι μονον είναι δυνατδν 
ευθεία γραμμή νά ^ναι κάθετος είς δλας τάς διερχομένας διά τού 
ποδος της εν τώ επιπέδω, άλλ δτι τούτο συμβαίνει οσάκις αύτη 
ή γραμμή είναι κάθετος είς δύο ευθείας ήγμένας είς τδ επίπεδον, 
και τούτο βεβαιδνει τδν ΑΑ δρισμον.

Πόρισμα Α. Η κάθετος ΑΠ είναι βραχύτερα δποιασδήποτε 
πλαγιας ΑΚ*  λοιπον μετρει τήν αληθινήν άπδστασιν τού σημείου 
Α άπδ τδ επίπεδον ΠΚ.

Πόρισμα Β. Απο δεδομένον σημεΐον ΓΙ έπ! επιπέδου, μία 
μοτη κάθετος είναι ουνατδν να υψωθή είς τούτο τδ επίπεδον*

8
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διότι εί δυνατόν, άς υποθέσωμεν ότι ήμπορεΐ νά ύψωθοΰν δύο*  
άς φαντασθοψεν ότι διά τών δύο τούτων καθέτων διέρχεται ε­
πίπεδον, τό όποιον τέμνει τό ΜΝ κατά τήν IΗν τότε αί δύο κάθε­
τοι περί τών οποίων δ λόγος ήθελον είναι κάθετοι επί τής γραμμής 
ΠΚ είς τήν αυτήν στιγμήν ζαι έν τφ αύτώέπιπέδω, δπερ αδύνατον.

Αδύνατον είναι παρομοίως άπδ δεδομένον σημεΐον έζτός έπι- 
πέδου νά κατεβασθώσι δύο κάθετοι είς τούτο τδ επίπεδον*  διότι 
εστωσαν ΑΠ, ΑΚ, αί δύο αύται κάθετοι*  τδτε τδ τρίγωνον ΑΠΚ 
ήθελεν έχεε δύο δρθάς γωνίας ΑΠΚ, ΑΚΠ, δπερ αδύνατον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ε'.

Θ ε ώ ρ η μα.
Αί πλάγια!, αί ίσαζες άπέχουσαι τής ζαθέτου, είναι ίσαι*  ζαί 

έζ δύο πλαγίων αίτινες άνεσάζες άπέχαυσι τής ζαθέτου, ή περισ­
σότερόν άπέχαυσα είναι ή μεγαλητέρα.

Διδτε, έπειδή αί γωνίαι ΑΠΒ, ΑΠΓ, ΑΠΔ είναι δρθαε, έάν 
τά δεαστήματα ΠΒ, ΠΓ, ΠΔ ύποτεθώσεν ίσα πρδς άλληλα, τά 
τρίγωνα ΑΠΒ, ΑΠΓ, ΑΠΔ, Θέλουν έχει μίαν γωνίαν εσην πε- 
ρεεχομένην μεταξύ πλευρών ίσων λοεπδν Θέλουν είναι ίσα*  άρα 
αί υποτείνουσα! ή αί πλάγεαε ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, θέλουν είναι εσαι. 
μεταξύ των. Παραμοίως, έάν τδ δεάστημα ΠΕ, ήναε μεγαλήτε- 
ρον τού ΠΔ ή τού ίσου μέ αύτδ ΠΒ, φανερδν δτε ή πλαγία ΑΕ 
Θέλει εεναε μεγαλητέρα τής ΑΒ, ή τής ίσηςμέ αυτήν ΑΔ. σχ. 184..

Π ο ρ ι σ μ α. σΟλαι αί εσαε πλάγεαε ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ζ. τ. λ. τελειδ- 
νουν είς τήν περιφέρειαν ΒΓΔ, γεγραμμένην έζ τού ποδδς τής 
ζαθέτου Π ώς έζ κέντρου*  λοεπδν δεδομένου σημείου Α έζτδς έ- 
πιπέδου, έάν θέλωμεν νά ευρωμεν τδ σημεΐον Π δπου ήθελε πέ- 
σεε ή ζατεβαζομένη ζάθετος άπδ τδ Α, πρέπεε νά σημεεώσωμεν 
έπε τούτου τού έπιπέδου τρία σημεία Β, Γ, Δ, τά δποΐα ίσάζες 
νά απέχουν άπδ τήν στιγμήν Α, ζαι νά ζητήσωμεν άζολούθως 
τδ ζέντρον τού ζύζλου τού διερχομένου διά τούτων τών σημείων*  
τδ ζέντρον τούτο Θέλει είναι ή ζητουμένη στιγμή Π.

Σχδλεον. Ή γωνία ΑΒΠ καλείται ζ λ ίσ ι ς τής πλαγίας- 
ΑΒ έτζΐ τού επιπέδου ΜΝ*·  βλέπομεν οτι ή ζλίσις αυτή είναι 
ίση δι’ δλας τάς πλαγίας ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ,. ζ.τ.λ. αί δποΐαι ισά­
κις απομακρύνονται τής ζαθέτου*  διότι δλα τά τρίγωνα ΑΒΠ, 
ΑΓΠ, ΑΔΠ, ζ.τ.λ. είναι ίσα άλλήλοις.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΤ

Θεώρημα.
Τστω ΑΠ κάθετος εις τό επίπεδον ΜΝ καί ΒΓ ευθεία κει-
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μένη εις τούτο τδ έπίπεδον έάν από τδν πόδα Π τής καθέτου 
κατεβασθή ή κάθετος ΠΔ έπί τής ΒΓ, καί έπιζευχθή ΑΔ, λέ­
γω οτι ΑΔ, θέλει είναι κάθετος εις τήν ΒΓ. σχ. 185.

Άς ληφΘή ΔΒ = ΔΓ, και άς έπιζευχθώσιν αί ΠΒ, ΠΓ, 
ΑΒ, ΑΓ: επειδή Δ'Β — ΔΓ, ή πλαγία ΠΒ=ΠΓ’ και ώς πρδς 
τήν κάθετον ΑΠ, έπειδή ΠΒ= ΠΓ, ή πλαγία ΑΒ == ΑΓ (πρ. 5). 
λοιπδν δύο σημεία τής γραμμής ΑΔ ισάκις άπέχουσι τών άκρων 
Β καί Γ*  λοιπδν ΑΔ είναι κάθετος εις τδ ήμισυ τής ΒΓ.

Πόρισμα. Βλέπομεν έν ταύτω ότι ΒΓ είναι κάθετος ώς τδ 
επίπεδον ΑΔΗ, ώς κάθετος εις τάς δύο ευθείας ΑΔ, ΙΤΔ.

Σχόλιο ν. Αί δύο γραμμαί ΑΕ, ΒΓ παρρησιάζουν τδ παρά­
δειγμα δύο γραμμών αί δποΐαι δέν συναπαντώντας ώς μή κεί- 
μεναι εις τδ αύτδ επίπεδον. Τδ βραχύτερον διάστημα τούτων 
τών γραμμών είναι ή εύθεΐα ΠΔ, κάθετος | έν ταύτω εις τήν ΑΠ 
καί τήν ΒΓ. Τδ διάστημα ΠΔ είναι τδ^ βραχύτερον μεταξύ 
τών δύο τούτων γραμμών διότι έάν ένώσωμεν δύο άλλα σημεία, 
ώς Α και Β, θέλομεν έχει ΑΒ^> ΑΔ, ΑΔ^> ΠΔ*  λοιπδν πο­
λύ περισσότερον, ΑΒ^>1ΙΔ.

Αί δύο γραμμαί ΑΕ, ΓΒ, άν καί δέν κεΐνται εις τδ αύτδ 
επίπεδον, θεωρούνται όμως ότι κάμνουν μεταξύ των γωνίαν ορ­
θήν διότι ΑΕ καί -ή ήγμένη παράλληλος έξ ένδς τών σημείων 
της τή ΒΓ, ήθελον κάμνει μεταξύ των γωνίαν ορθήν. "Ωσαύτως 
αί γραμμαί ΑΒ καί ΠΔ, αίτινες παριστάνουν δύο δποιασδήποτε 
ευθείας μή έν τώ αύτώ έπιπέδω κειμένας, θεωρούνται ώς ποιού- 
σαι μεταξύ των τήν αύτήν γωνίαν τήν οποίαν ήθελε κάμει 
μέ τήν ΑΒ ή παράλληλος τή ΠΔ ήγμένη άπδ έν σημεΐον τής ΑΒ.

ΠΡΟ ΤΑΣ ΙΣ 7/.
Θ ε ώ ρ η μ. α.

’Εάν ή γραμμή ΑΠ ήναι κάθετος εις τδ έπίπεδον ΜΝ, κάθε 
γραμμή ΔΕ παράλληλος τή ΑΠ θέλει είναι κάθετος εις τδ αύ­
τδ έπίπεδον. σχ. 186,.

Διά τών παραλλήλων ΑΠ, ΔΕ, άς διέλθή έπίπεδον τού ο­
ποίου ή κοινή τομή μέ τδ έπίπεδον ΜΝ θέλει είναι ΠΔ*  εις τδ έπί­
πεδον ΜΝ άς άχθή ΒΓ κάθετος εις τήν ΠΔ, καί άς έπιζευχθή ΑΔ.

Κατά τδ πόρισμα τού προλαβόντος θεωρήματος, ΒΓ είναι 
κάθετος εις τδ έπίπεδον ΑΠΔΕ*  λοιπδν ή γωνία ΒΔΕ είναι ορ­
θή: άλλ’ ή γωνία ΕΔΠ είναι ώσαύτως ορθή, διότι ΑΠ είναι 
κάθετος εις τήν ΠΔ, και ΔΕ είναι παράλληλος τή ΑΠ’ λοιπδν 
η ΔΕ είναι κάθετος εις τάς δύο εύθείας ΔΠ, ΔΒ*  άρα είναι 
κάθετος εις τδ έπίπεδον των ΜΝ.

8’
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'Πόρ.,ισ.μα Α. Έάν αί εύΟεΤαι ΑΠ, ΔΕ *̂ναι  κάθετοι εις- τ& 

αυτό έπίπεδον ΜΝ, θέλουν είναι παράλληλοι· διότι άλλως, ήμ- 
πορούσαμεν νά άξωμεν. διά τού σημείου Δ παράλληλον τη ΑΠ, 
ήτις ήθελεν είναι κάθετος εις τδ επίπεδον ΜΝ*  ήθελεν είναι άρα 
δυνατόν από τδ αυτό σημεΐον Δ, νά ύύωθώσι δύο κάθετοι είς 
τδ αύτδ επίπεδον, δπερ αδύνατον (προ. 4).

II6 ρ ι σ μ α Β'. Δύο εύθεΐαι Α και Β, παράλληλοι μιας τρίτης Γ 
είναι και μεταξύ των παράλληλοι*  διότι άς φαντασθώμεν επίπεδον κά­
θετον εις τήν γραμμήν Γ*  αί γραμμαι Α και Β, παράλληλοι ταύτης 
τής καθέτου, θέλουν είναι κάθετοι εις τδ αύτδ επίπεδον*  λοιπόν, κατα 
τδ προλαβδν πόρισμα, θέλουν είναι και μεταξύ των παράλληλοι.

Εννοείται ότι αί. τρεΐς γραμμαι δεν είναι εις τδ αύτδ επίπε­
δον, άλλως ή πρότασις ήθελεν είναι γνωστή (25, 1).

< ' Π Ρ Ο Τ Α Σ I Σ η;
Θεώρημα.

Έάν ή γραμμή ΑΒήναι παράλληλος εύθείας τίνος ΓΔ ήγμένης είς 
τδ επίπεδον ΜΝ, θέλει είναι παράλληλος τούτου τού επιπέδου, σχ. 187.

Διότι έάν ή γραμμή ΑΒ, ήτις εύρίσκεται είς τδ επίπεδον 
ΑΒΓΔ, ήτον δυνατόν νά συναπαντήση τδ επίπεδον ΜΝ, ή 
συναπάντησες αυτή θά έγίνετο είς κανέν σημεΐον τής ΓΔ, κοι­
νής τομής τών δύο επιπέδων: Τώρα, ΑΒ δέν ήμπορεΐ νά συνα­
παντήση ΓΔ, ως παράλληλος αύτής*  λοιπόν ούδέ τδ επίπεδον 
ΜΝ θέλει συναπαντήσει*  άρα είναι παράλληλος [αύτού (δρ. 2).

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Θ'
Θεώρημα.

Δύο επίπεδα ΜΝ, ΠΚ, κάθετα είς εύθεΐάν τινα ΑΒ, είναι 
παράλληλα μεταξύ των. σχ. 188.

Διότι άς ύποθέσωμεν ότι συναπαντώντας έστω Ο εν τών κοι­
νών σημείων των*  άς έπιζευχθώσιν αί ΟΑ, ΟΒ*  ή γραμμή ΑΒ, 
κάθετος είς τδ επίπεδον ΜΝ, είναι κάθετος είς τήν εύθεΐαν ΟΑ 
ήγμένην από τον πόδα της είς τούτο τδ επίπεδον*  διά τον αυ­
τόν λόγον ΑΒ είναι κάθετος είς τήνΒΟ*  λοιπόν ΟΑ, ΟΒ ή- 
θελον είναι δύο κάθετοι κατεβασμέναι από τδ αύτδ σημεΐον Ο 
επι τής αύτής εύθείας, οπερ αδύνατον*  λοιπόν τά επίπεδα ΜΝ, 
ΠΚ δέν ήμπορούν νά συναπαντηθούν*  λοιπόν είναι παράλληλα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.
Θεώ ρήμα.

Αί κοιναι τομαί ΕΖ, ΗΘ, δύο παραλλήλων επιπέδων ΜΝ, ΠΚ, 
ύο· ένδς τρίτου ΖΗ, είναι παράλληλοι, σχ. 189.
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Διότι έάν αί γραμμαί ΕΖ, ΗΘ, έυρισκόμεναι είς τδ αυτό έπίπεδον, 

§έν είναι παράλληλοι, προεκβληθεΐσαι θέλουν συναπαντηθή*  λοιπόν 
τά επίπεδα ΜΝ, ΠΚ, είς τά όποια ευρίσκονται, δμοίως ήθελον 
συναπαντηθη’ λοιπόν δεν ήθελον είναι παράλληλα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΑ.
Θεώρημα.

Ή γραμμή ΑΒ, κάθετος είς τδ έπίπεδον ΜΝ, είναι κάθετος 
4?ς τό έπίπεδον ΠΚ παράλληλον του ΜΝ. σχ. 188.

’Αγ θείσης κατ’ αρέσκειαν τής ΒΓ είς τδ έπίπεδον ΠΚ, 
διά τών ΑΒ, ΒΓ άς διέλθη έπίπεδον τό ΑΒΓ, τό δποΐον 
τέμνε. τό ΜΝ κατά τήν ΑΔ, ήτις Θέλει είναι παράλληλος 
τη ΒΓ (πρ. 10)*  άλλ’ ή ΑΒ κάθετος είς τό έπίπεδον ΜΝ είναι 
κάθετος είς τήν εύθεΐαν ΑΔ*  λοιπόν θέλει είναι κάθετος και είς 
τήν παράλληλον αυτής ΒΓ*  καί έπείδή ή ΑΒ είναι κάθετος είς 
κάθε γραμμήν ΒΓ ήγμένην άπδ τόν πόδα της είς τό έπίπεδον ΠΚ, 
έπεται δτι είναι κάθετος είς τδ έπίπεδον ΠΚ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ'.
Θεώρημα·

Αί παράλληλοι ΕΗ, ΖΘ, περιιχόμεναι μεταξύ δύο παραλλήλων 
επιπέδων ΜΝ, ΠΚ είναι ίσαι. σχ. 189,.

Διά τών παραλλήλων ΕΗ, ΖΘ, άς διέλθη τδ έπίπεδον ΕΗΘΖ, 
τό δποΐον θά συναπαντήσει τά παράλληλα- έπίπεδα κατά τάς 
ΕΖ, ΗΘ. Αί κοιναί τομαί ΕΖ, ΗΘ, είναι παράλληλοι μεταξύ 
των (προ. 10), καθώς καί αί ΕΗ, ΖΘ*  άρα τδ σ^ήμα ΕΗΘΖ 
είναι παραλληλόγραμμον*  ο'ρα ΕΗ=ΕΘ.

Πόρι σμα. Έτευθεν έπεται δτι δύο παράλληλα έπίπεδα 
ισάκις άπέχουσι καθ’ δ λ η ν των τήν έκτα σι ν*  διότι έάν 
ΕΗ καί ΖΘ ήναι κάθετοι είς τά δύο ^ίπεδα ΜΝ, ΠΚ, θέλουν 
είναι παράλληλοι μεταξύ των (πρ. 7)'*  λοιπόν είναι ίσαι.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΓ'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Έάν δύο γωνίαι ΓΑΕ, ΔΒΖ μή είς τό αύτδ έπίπεδον κείμε- 
ναι έχουν τάς πλευράς των παραλλήλους, καί διευΟυνομένας 
κατά τήν αύτήν έννοιαν, αί γωνίαι αυται θέλουν είναι ίσαι καί τά έ- 
πίπεδά των παράλληλα, σχ. 190.

’Ας ληφθή ΑΓ=ζΒΔ, ΑΕ—ΒΖ, καί άς έπιζευχθώσιν αί ΓΕ, 
ΔΖ, ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ. Επειδή ΑΓ είναι ίση καί παράλληλος τη 
ΒΔ, τδ σχήμα ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον (11, 3)*  λοιπόν
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ΓΔ είναι ίση ζαΐ παράλληλος τή ΑΒ' διά τδν αύτδν λόγον ΕΖ 
είναι ίση ζαι παράλληλος τή ΑΒ’ λοιπδν ωσαύτως ΓΔ είναι ίση 
ζαΐ παράλληλος τη ΕΖ- τδ σχήμα άρα ΓΕΖΔ είναι παραλλη­
λόγραμμον, ζαΐ ούτως ή πλευρά ΓΕ είναι ίση ζαι παράλληλος 
τή ΔΖ· άρα τά τρίγωνα ΓΑΕ, ΔΒΖ, είναι ισόπλευρα μεταξύ 
των- άρα ή γωνία ΓΑΕ=ΔΒΖ.

Λέγω δεύτερον ότι τδ επίπεδόν ΑΓΕ είναι παράλληλον τού 
επιπέδου ΒΔΖ' διότι, άς ύποθέσωμεν οτι τδ παράλληλον επίπε­
δον του ΒΔΖ, ήγμένον έζ της στιγμής Α συναπαντά τάς γραμ- 
μ.άς ΓΔ, ΕΖ, είς διασορετιζά σημεία άπδ τά Γ ζαΐ Ε, ©έρ είπεΐ'ν, 
είς Η ζαΐ Θ. Τότε, ζατά τήν ΙΒ'. πρότασιν, αί τρεις γραμμαϊ 
ΑΒ, ΗΔ, ΖΘ ήδελον είναι ισαι· άλλ’ αί τρεις γραμμαϊ ΑΒ, ΓΔ, 
ΕΖ είναι ίσαν λοιπδν ήθέλαμεν έχει ΓΔ=ΗΔ, ζαι ΖΘ = ΕΖ, 
οπερ άτοπον λοιπδν το επίπεδον ΑΓΕ είναι παράλληλον του 
ΒΔΖ.

Πόρισμα. Έάν δύο παράλληλα επίπεδα ΜΝ, ΠΚ, συνα- 
παντώται άπδ δύο άλλα ΓΑΒΔ, ΕΑΒΖ, αί σχηματιζόμεναι γω- 
νίαι ΓΑΕ, ΔΒΖ άπδ τάς ζοινάς τομάς τών παραλλήλων επιπέ­
δων, θέλουν είναι ισαι*  διότι ή ζοινή τομή ΑΓ είναι παράλληλος 
τή ΒΔ (πρό. 10), ή ΑΕ τή ΒΖ· λοιπδν ή γωνία ΓΑΕ = ΔΒΖ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Έάν τρεις εύθεΐαι ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, μή είς τδ αυτδ επίπεδον 
ζείμεναι, είναι ισαι ζαΐ παράλληλοι, τά σχηματιζομενα τρίγωνα 
ΑΓΕ, ΒΔΖ άπδ τήν ενωσ:ν τών άκρων τούτων τών εύθε:ών, 
Θέλουν εΤνα: ίσα καί τά επίπεδά των παράλληλα. σχ· 19θ·

Δ:οτ:, ούσης τής ΑΒ ίσης καί παραλλήλου τή ΓΔ, τδ σχήμα 
ΑΒΔΓ εΐναε παραλληλόγραμμόν λοιπδν ή πλευρά ΑΓ ε:να: ίση: 
καί παράλληλος τή ΒΔ. Δ:ά τδν αύτδν λογον α: πλευραί ΑΕ, 
ΒΖ, εΤνα: ίσα: καί παράλληλο:, καθώς καί α: ΓΕ, ΔΖ*  λοίπδν 
τά δύο τρίγωνα ΑΓΕ, ΒΔΖ, είνα: ίσα : άλλως ήθέλαμεν αποδεί­
ξει, ως καί εις τήν προλαβοΰσαν πρότασή οτ: τά επίπεδά των 
έίναε παράλληλα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΕ'.
Θεώρημα.

Δύο εύθεΐα: περιεχόμενα: μεταξύ τρ:ών παραλλήλων έπεπέδων^· 
τέμνοντα: ε:ς μέρη ανάλογα.

Άς ύποθέσωμεν δτ: ή γραμμή ΑΒ συναπαντά τά παράλληλα 
επίπεδα ΜΝ, ΠΚ, ΡΣ, είς Α, Ε, Β, ζαι οτι ή' ΓΔ συναπαντά 
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τά αυτά επίπεδα εις Γ, Ζ, Δ· λέγω ότι θέλει είναι ώς ΑΕ: 
ΕΒ::ΓΖ:ΖΔ. σχ, 191.

Άς έπιζευχθή ή ΑΔ συναπαντώσα τδ έπίπεδον ΠΚ εις Π’ 
ζαί άς ένωθώσιν αί ΑΓ, ΕΗ, ΗΖ, ΒΔ· αί ζοιναί τομαί ΕΗ, 
ΒΔ, τών παραλλήλων επιπέδων ΠΚ, ΡΣ, ύπδ του έπιπεοου 
ΑΒΔ, είναι παράλληλοι (πρό. 1Ο)' λοιπδν ΑΕ : ΕΒ : : ΑΗ : ΗΔ· 
παοομοίως επειδή αί ζοιναί τομαί ΑΓ, ΗΖ, είναι παράλληλοι, 
έχομεν ΑΗ : ΗΔ: : ΓΖ : ΖΔ’ λοιπδν, έξ αιτίας του κοινού λό­
γου, ΑΗ : ΗΔ, θέλομεν έχει ΑΕ : ΕΒ :: ΓΖ : ΖΔ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΣΤ'.
Θεώρημα.

Έστω ΑΒΓΔ δποιονδήποτε τετράπλευρου κείμενον ή μή εις 
τδ αύτδ έπίπεδον (1)· έάν τμηθώσίν αί άπέναντι πλευραί άνα- 
λόγως ύπδ δύο ευθειών ΕΖ, ΗΘ, εις τρόπον ώστε ΑΕ : ΕΒ : : 
ΔΖ : ΖΓ, ζαί ΒΗ : ΗΓ : : ΑΘ : ΘΔ· λέγω ότι αί εύθεΐαι ΕΖ, ΗΘ, 
θέλουν τέμνεσθαι εΐζ τήν αυτήν στιγμήν Μ, εις τρόπον ώστε 
θέλομεν έχει ΘΜ: ΜΗ :: ΑΕ : ΕΒ, ζαί ΕΜ : ΜΖ :: ΑΘ : ΘΔ. 
σχ. 192.’

Διά τής ΑΔ άς διέλθη έπίπεδον δποιονδήποτε ΑβΘγΔ τδ ό­
ποιον όμως νά μή διέρχεται διά τής ΗΘ- έζ τών στιγμών Ε, 
Β, Γ, Ζ άς άχθώσι παράλληλοι τή ΗΘ αί Εε, Ββ, Γγ, Ζζ, 
αίτινες συναπαντούν τούτο τδ έπίπεδον εις ε, β, γ, ζ. Εξ αιτίας 
τών παραλλήλων Ββ, ΗΘ, Γγ (15. 3), θέλομεν έχει βΘ: 
Θγ::ΒΗ:ΗΓ::ΑΘ.ΘΔ· λοιπδν (20, 3) τά τρίγωνα ΑΘβ, 
ΔΘγ, είναι όμοια. Ακολούθως θέλομεν έχει Αειεβι: ΑΕ:ΕΒ, 
καί Δζ: ζγ:: ΔΖ : ΖΓ· λοιπδν Αε: εβ :: Δζ : ζγ, ή, έν συνθέ­
σει, Αε : Δζ : : Αβ : Δγ· άλλ’ έξ αιτίας τών όμοιων τριγώνων 
ΑΘβ, ΔΘγ, έχομεν Αβ: Δγ :: ΑΘ : ΘΔ· λοιπδν Αε: Δζ :: ΑΘ: 
ΘΔ : άλλως τά τρίγωνα ΑΘβ, γΘΔ επειδή είναι όμοια, ή γωνία 
ΘΑΕ==ΘΔζ’ λοιπδν τά τρίγωνα ΑΘε, ΔΘζ, είναι όμοια (20, 3)· 
λοιπδν ή γωνία ΑΘε = ΔΘζ. Έκ τούτου επεται κατά πρώτον 
οτι εΘζ είναι ευθεία γραμμή, καί ούτως αί τρεΐς παράλληλοι

(1) Δεά τριών σημείων πάντοτε είναι δυνατόν νά διέλθη επίπεδον· έάν τό ε­
πίπεδον τούτο προεκδαλλόμενον περάστ) καί άπό τέταρτον, τότε τά τέσσαρα 
σημεία, εύρίσχονται εις τδ αυτό επίπεδον, καί ένούντες αυτά ανά δυο, σχη- 
ματίζομεν τετράπλευρον τδ όποιον ολο εύρίσκεται εις τδ αυτό επίπεδον· έξ 
εναντίας έάν τό έπίπεδον δέν διέλθη άπό τό τέταρτον, τδ σχηματικό μεν ον τε­
τράπλευρον εύρίσκεται μοιρασμένον εις δύο επίπεδα, καί τότε λέγεται ότι δεν χεΐταε 
εις τδ αυτό έπίπεδον. Τδ τετράπλευρον τούτο καλείται άπό τούς Γάλλους €[ΐΐΗ(1Γί1α 
10Γ6 £<πιε1ιβ’ οί ημέτεροι άς το ονομάσουν όπως αγαπούν. Εις τοιούτου είδους 
τετράπλευρον λοιπδν άς Φαντασθή δ αναγνώστης τήν ανωτέρω κατασκευήν καί 
άπόδειξιν. Ο. Μ.
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Εε, ΗΘ, Ζ.ζ χεΐνται εις -ώ αντο έπίπεΒον, το οποίον περιέχει 
χαι τάς δυο ευθείας ΕΖ, ΗΘ’ λοιπον αύται πρεπει να τε- 
[χνωνταΐ εις [χίαν στιγμήν Μ, Επειτα εξ αίτιας τών πα­
ραλλήλων Εε, ΜΘ, Ζζ, θέλο-αεν έχει ΕΜ : ΜΖ : : εΘ : Θζ : : 

ΑΘ: ΘΔ. , 5 Λ
Έάν τήν ανωτέρω κατασκευήν άναφέρωμεν εις τήν πλευράν 

ΑΒ,* ( θέλομεν αποδείξει οτι ΘΜ:ΜΗ::ΑΕ :ΕΒ. (1)

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ιζ;

Θεώρημα.
Ή περιεγομένη γωνία μεταξύ τών δυο επίπεδων ΜΑΝ, ΜΑ Π, 

ήμπορεϊ, κατά τδν δρισμ,δν, νά μετρηθή άπδ τήν γωνίαν ΝΑΠ την 
οποίαν κάμνουν μεταξύ των αί δυο κάθετοι ΑΝ, ΑΠ ήγμεναι εις 
έκαστον τούτων τών επίπεδων επί τής κοινής τομής ΑΜ. σχ. 193-

Δίά νά άποδείξωμεν τδ νδμιμον τούτου του μέτρου, πρέπει να 
άποδείξωμεν 1 .ον οτι είναι σταθερδν, ή οτι ήθελεν είναι τδ αυτδ 
εις δποιανδήποτε στιγμήν τής κοινής τομής άγθωσιν αι δυο κάθετοι.

Τώ δντι, έάν ληυθή άλλη στιγμή Μ, και άχθη ή μέν· ΜΓ 
εις τδ*  έπίπεδον ΜΝ κάθετος έπϊ τής κοινής τομής ΑΜ, ή δέ ΜΒ 
εις τδ έπίπεδον ΜΠ : κάθετος επί τής ίδιας κοινής τομής*  αί 
εύθεΐαι ΜΒ και ΑΠ ώς κάθετοι επί τής αυτής γραμμής ΑΜ, 
θέλουν είναι παράλληλοι μεταξύ ίων. Διά τδν αύτδν λδγον ή ΜΙ 
θέλει είναι παράλληλος τή ΑΝ*  λοιπδν ή γωνία ΒΜΓ=ΙΙΑΝ 
(ποδ. 13)*  άδιάφορόν λοιπδν είναι νά άγθώσιν, αι κάθετοι εκ τής 
στιγμής Μ ή εκ τής στιγμής Α*  ή περιεχομένη γωνία πάντοτε 
θέλει είναι ή αυτή.

2.0> Πρεπει να αποοειξωμεν ότι εαν ή γωνία τιον ουο επιπεοων 
αύξάνη ή δλιγοστεύη κατά τινα λδγον, κατα τον αυτόν θελει αυ­
ξάνει ή ολιγοστεύει ή γωνία ΠΑΝ.

(Ι)'Όταντό τετράπλευ^ον ίύγ>ισκηται ε:ς τό αυτό επίπεδον, ούδε/ζικ ά/ζ^ιβολια 
ύτί αί δύο εύθϊΐαι αίτινες τέ/ζνουν τάς απέναντι αυτου πζευοας άναλόγως, τέ- 
/ζνονται εις /Λίαν στιγ/χήν Μ. Τάς αναλογίας όμως ΕΜ : ΜΖ : : ΑΘ : ΘΑ και 
ΘΜ : ΜΗ : : ΑΕ : ΕΒ, άποδεικνύο/ζεν ώς ακολούθως.

Γενο/ζένης της αυτής κατασκευής ώς είζ τήν πρώτ-ην πεοιστασιν, τα ορ,ιοα 
τρίγωνα ΑΒ|3, ΑΕε θέλουν δόσει ΑΕ : ΕΒ : : Αε : ε<3 παρομοίως καί τά δ/ζοια τρίγωνα 
ΔΓγ, ΔΖζ, Δζ : ΖΓ : : Δζ: ζγ· άλλ’ έξ ύποθέσεως, ΑΕ : ΕΒ : : ΔΖ : ΖΓ· λοιπόν Αε : 

ν ε^ : : Δζ : ζγ· καΐ έ ν συνθέσει Α(3 : ε£ : : Δγ : ζγ (1)· ά/)ως Β1Ι ; ΗΓ ; : 
ρθ:θγ7 καί ΑΘ : ΘΔ : : ΒίΙ : ΗΓ λοιπόν ΑΘ : ΘΔ : : βΘ : Θγ, εν
/ζεταθέσει, ΑΘ : (3Θ : : ΘΔ : Θγ· δθεν, εν ίιαφέσει ΑΘ — 3Θ ή Αβ : βΘ : : 
0Α — Θγ ή γΔ : Θ/. ’Εκ τής νέας ταύτης αναλογίας καί της (1) συνάγοαεν εΒ : 
Θ;3 : : £γ : Θ/' δθεν εν συνθέσει εβ ·4— Θβ ή εΘ *.  Θδ * ι ζγ *4 “~ Θγ /) Θζ : 
Θγ, καί εν μεταθέσει εΘ : Θζ : : Θδ: Θγ*  αλλά εΘ : Θζ : 1 ΕΜ : ΜΖ*  λοι­
πόν ΕΜ : ΜΖ : : Θβ : Θ/' έπείώή δέ βΘ : Θγ : : ΒΙΙ : ΗΓ :: ΑΘ : ΘΔ· διά τούτο 
καί ΕΜ: ΜΖ ; : ΑΘ : ΘΔ· άνα^έ^οντες τήν αυτήν κατασκευήν εις τήν πλευράν ΑΒ, 
καί ο/ζοίως συλλογιζό/ζενοι δεικνύο/ζεν ώσαύτως οτι ΘΜ : ΜΠ :: ΑΕ : ΕΒ. Ο. Μ.
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Εις τό επίπεδον ΠΑΝ έζ τού κέντρου Α ζαι μέ άζτΐνα κατ’ 

άοέσζειαν άς γραφθή τό τόξον ΝΑ 11 ’ έζ του ζεντρου Μ ζαι με ισην 
άζτΐνα άς γραφθή τό τόξον ΓΕΒ, άς άχθη ή ΑΔ ζατ’άρέσζειαν 
επειδή τά δύο επίπεδα ΠΑΝ, ΒΜΓ, είναι ζάθετα εις τήν αυτήν 
ευθείαν ΜΑ, είναι διά τούτο. παράλληλα (πρό. 9)· λοιπόν αί ζοιναι 
τομαίτων ΑΔ, ΜΕ υπό τρίτου τινός ΑΜΑ είναι παράλληλοι· 
λοιπόν ή γωνία ΒΜΕ είναι ίση τή ΠΑΔ (πρό. 13).

Άς ζαλέσωμεν πρός ολίγον άγζωνήν (1) τήν σχηματιζο- 
μένην γωνίαν άπό τά δυο επίπεδα ΜΠ, ΜΝ’ τουτου τεθεντος, 
έάν ή γωνία ΔΑΠ ήναι ίση μέ τήν ΔΑΝ, φανερόν ότι ζαι ή άγ­
ζωνή ΔΑΜΠ θέλει είναι ίση μέ τήν άγζωνήν ΔΑΜΝ’ διότι ή 
βάσιςΠΑΔ άζριβώς ήμπορεΐνά τεθή έπι τής ίσης μέ αυτήν ΔΑΝ, 
τό δέ ύύος ΑΜ είναι πάντοτε τό αυτό- λοιπόν αί δυο άγζωναΐ 
εντελώς ’ θέλουν εφαρμόσει. Βλέπομεν ωσαύτως ότι έάν ή γωνία 
ΔΑΠ περιείγετο άριθμόν τινά φορών εις τήν γωνίαν ΠΑΝ, ή άγ­
ζωνή ΔΑΜΙΪ ήθελε περιέρχεται τον αυτόν άριθμόν φορών εις τήν 
άγζωνήν ΠΑΜΝ· λοιπόν έάν ο λόγος τών δυο γωνιών ΔΑΠ, 
ΠΑΝ έζφράζεται δί άζεραίων άριθμών, δ λόγος τών δυο αγκω­
νών ΔΑΜΠ, ΠΑΜΝ θέλει έζφράζεται διά τών ιδίων άριθμών· 
ζαι έπομένως γωνία ΔΑΠ: γωνίαν ΠΑΝ :: άγζωνή ΔΑΜΠ: 
άγζωνήν ΠΑΜΝ. Αλλά ζαθώς ζαι εις άλλην παρομοίαν περί- 
στασιν' (17, 2), ουτω ζαι ενταύθα ήμπορουμεν νά δείξωμεν ότι 
οποιοσδήποτε ζα'ΐ άν ήναι δ λόγος τών δύο γωνιών ΔΑΠ, ΠΑΝ, 
αϋται θέλουν είναι άνάλογοι τών άντιζειμένων άγζωνών λοιπόν 
δποιοσδήποτε ζαι άν ήναι δ λόγος τής γωνίας ΔΑΠ πρός τήν γω­
νίαν ΠΑΝ, ή άγζωνή ΔΑΜΠ θέλει είναι εις τδν αυτόν λόγον 
μέ τήν άγζωνήν ΠΑΜΝ' λοιπόν ή γωνία ΝΑΠ ήμπορεΐ να λη- 
φθή ώς μέτρον τής άγζωνής ΠΑΜΝ, ή τής γωνίας τήν οποίαν 
ζάμνουν μεταξύ των τά δύο έπίπεδα ΜΑ. Π, Μ ΑΝ.

Σχόλιο ν. "Ο,τι υπράχει διά τάς σχηματιζομένας γωνίας 
άπδ δύο ευθείας, υπάρχει ζαι διά τάς σχηματιζομένας γωνίας 
απο ουο επιπεοα. Ούτως όταν ουο επιπεοα αμοιοαιως το εν οια- 
πεοα τδ άλλο, αί απέναντι εις τήν κορυφήν γωνίαι είναι ίσαι, ζαι 
αί προσκείμεναι ζάμνουν δμοΰ δυο δρθάς· έάν λοιπδν έπιπεοον 
ήναι ζάθετον εις άλλο, τούτο είναι κάθετον εις έζεΐνο. Παρο­
μοίως εις τήν συναπάντησιν παραλλήλων επιπέδων με τρίτον 
επίπεδον, υπάργουσιν αί αύται ισότητες καί αί αύταί ιδιότητες

(1) ’Ω·>όαασα αγκωνήν τήν οποίαν ό συγγοαφεύς λέγει οοΐη' έπειοή 
γαίνεται οτι η λέξις αύτη είναι εις ολονςμα; ίύλ^πτος.
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αί δποΐαι και είς τήν συναπάντησα δύο παραλλήλων γραμμών μέ 
τρίτην τινά.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΗ\

Θεώρημα.

Έάν ΑΠ ήναι κάθετος εις τδ έπίπεδον ΜΝ, κάθε έπίπεδον 
ΑΠΒ δι’ αυτής διερχδμενον, θέλει είναι κάθετον είς τδ έπιπεόρν 
ΜΝ. σχ. 194.
• Έστω ΒΓ ή κοινή τομή τών επιπέδων ΑΒ, ΜΝ’ εαν εις τδ 
επίπεδον ΜΝ άχθη ή ΔΕ κάθετος είς τήν ΒΠ, ή ΑΠ, ούσα κά­
θετος είς τδ επίπεδον ΜΝ, Θέλει είναι κάθετος είς κάθε μιαν τών 
δύο ευθειών ΒΓ, ΔΕ’ άλλ ή γωνία ΑΠΔ, σχηματιζομενη απο 
τάς δυο καθέτους ΠΑ, ΠΔ, έπι τής κοινής τομής ΒΠ, μετρει την 
γωνίαν τών δύο επιπέδων ΑΒ, ΜΝ’ λοιπδν επειδή ή γωνία αυτή 
είναι ορθή, τά δύο επίπεδα είναι κάθετα μεταξύ των (δρ.~ 5).

Σχδλιον. Όταν τρεϊς εύθεϊαι, ώς ΑΠ, ΒΠ, ΔΠ, ήναι κά­
θετοι μεταξύ των*  έκάστη τούτων είναι κάθετος είς τδ επίπε­
δον τών δύο άλλων και τά τρία επίπεδα είναι κάθετα μετα­
ξύ των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΘ'.

Θεώρημα.

Έάν τδ επίπεδον ΑΒ ήναι κάθετον έπι του επιπέδου ΜΝ, και 
είς τδ έπίπεδον ΑΒ άχθη ή ΠΑ κάθετος έπι τής κοινής τομής 
ΠΒ, λέγω οτι ή ΠΑ θέλει είναι κάθετος είς τδ έπίπεδον ΜΝ. 
σχ. 194.

Διότι, έάν είς τδ έπίπεδον ΜΝ άχθη ή ΠΔ κάθετος έπί τής 
ΠΒ, ή γωνία ΑΠΔ θέλει είναι ορθή, έπειδή τά δύο έπίπεδα 
εϊναι. κάθετα μεταξύ των λοιπδν ή ΑΠ είναι κάθετος είς τάς δύο 
ευθείας ΠΒ, ΓΙΔ’ λοιπδν είναι κάθετος και είς τδ έπίπεδδν^των ΜΝ.

Πόρισμα. Έάν τδ έπίπεδον ΑΒ ήναι κάθετον είς τδ έπίπε­
δον ΜΝ, και έκ μιας στιγμής Π τής κοινής τομής ύψωθή κά­
θετος είς τδ έπίπεδον ΜΝ, λέγω δτι ή κάθετος αύτη θέλει εύρί- 
σκεται έν τώ έπιπέδω ΑΒ’ διότι, αλλέως, ήμπορούσαμεν νά άξω- 
μεν είς τδ έπίπεδον ΑΒ μίαν κάθετον ΑΠ έπι τής κοινής τομής 
ΒΠ, ήτις είς τδν αύτδν καιρδν ήθελεν είναι κάθετος είς τδ έπί­
πεδον ΜΝ’ λοιπδν είς τήν αυτήν στιγμήν Π ήθελον υπάρχει δύο 
κάθετοι είς τδ έπίπεδον ΜΝ’ οπερ αδύνατον (προ. 4).
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΛ

Θεώρημα.

Έάν δύο επίπεδά ΑΒ, ΑΔ ήναι κάθετα εις άλλο τρίτον ΜΝ, 
ή κοινή τομή των ΑΠ θέλει είναι κάθετος είς τδ τρίτον τούτο επί­
πεδον. σχ. 194.

Διότι έάν έκ τής στιγμής Π δψωθή κάθετος εις τδ έπίπεδον 
ΜΝ, ή κάθετος αυτή πρέπει έν ταύτώ νά εύρεθή εις τδ έπίπεδον 
ΑΒ και εις τδ έπίπεδον ΑΔ (πορ. 19)· λοιπδν είναι ή κοινή το­
μή των ΑΠ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΑ'.γ~

Θεώρημα.

Εάν μία στερεά γωνία ήναι σχηματισμένη. άπδ τρεις έπι,πέδους 
γωνίας, τδ άθροισμα δύο δποιωνδήποτε τούτων τών γωνιών, θέ­
λει είναι μεΐζον τής τρίτης, σχ. 195.

Εαν αί τρεΐς έπίπεδοι γωνίαι ήναι ίσαι μεταξύ των, φανερδν 
δτι τδ άθροισμα τών δύο είναι μεΐζον τής τρίτης. Έάν δέ άνι- 
σοι και έκαστη τών δύο μείζων τής τρίτης, φανερδν άκδμη δτι 
τδ άθροισμα τών δύο είναι μεΐζον τής τρίτης. 11 μόνη λοιπδν πε- 
ρίστασις καθ ήν ή έκυωνηθεΐσα πρδτασις έχει χρείαν άποδείξεως, 
είναι εκείνη εις τήν οποίαν' ή παραβαλλομένη επίπεδος γωνία μέ 
τδ άθροισμα τών δύο άλλων είναι μείζων έκάστης τούτων. Έστω 
λοιπδν ή στερεά γωνία Σ σχηματιζομένη άπδ τρεΐς γωνίας έπι- 
πέδους ΑΣΒ, ΑΣΓ, ΒΣΓ, καί άς υποθέσωμεν δτι ή γωνία ΑΣΒ 
είναι μείζων τών άλλων δύο*  λέγω δτι θέλει είναι ΑΣΒ <ζ 
ΑΣΓ-4-ΒΣΓ.

Εις τδ έπίπεδον ΑΣΒ άςγένη ή γωνία ΒΣΔ = ΒΣΓ, άς άχθη 
κατ αρέσκειαν ή ευθεία ΑΔΒ: και, ληφθείσης τής ΣΓ = ΣΔ, έπι- 
ζευχθήτωσαν αί ΑΓ, ΒΓ.

Αί δύο πλευραί ΒΣ, ΣΔ, είναι ίσαι μέ τάς ’δύο ΒΣ, ΣΓ, ή 
γωνία ΒΣΔ —ΒΣΓ’ λοιπδν τά δύο τρίγωνα ΒΣΔ, ΒΣΓ είναι 
ισα· λοιπδν ΒΔ = ΒΓ. Άλλ’εχομεν ΑΒ<ζΑΓ-|-ΒΓ· ά<ραι- 
ρεθείσης άπδ τδ έν μέρος τής ΒΔ, καί άπδ τδ άλλο τής ίσης μέ αυ­
τήν ΒΓ, μένει Α_Δ<ζΑΓ. Αί δύο πλευραί ΑΣ, ΣΔ, είναι ίσαι 
με τας δυο ΑΣ, ΣΓ, ή τρίτη ΑΔ είναι μικροτέρα τής τρίτης ΑΓ*  
λοιπδν (10, 1) ή γωνία ΑΣΔ<ΑΣΓ. Προσθέσει τής ΒΣΔ— 
ΒΣΓ, προκύπτει ΑΣΔ + ΒΣΔ ή ΑΣΒ < ΑΣΓ+ΒΣΓ.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΒ'. 4-

Θεώρημα.
Το άθροισμα τών επίπεδων γωνιών αί δποΐαι σχηματίζουν γω­

νίαν στερεάν, είναι πάντοτε μιζρδτερον τεσσάρων ορθών γωνιών.
Ας τμηθή ή στερεά γωνία Σ άπδ δποιονδήποτε επίπεδον 

ΑΒΓΔΕ’ είς τδ επίπεδον τούτο άς ληφθή σημεΐδντι Ο, ζαί έξ 
αυτού άς άγθώσιν είς δλας τάς γωνίας αί γραμμαί ΘΑ, ΟΒ, 
ΟΓ, ΟΔ, ΟΕ. σχ. 196.

Τδ άθροισμα τών γωνιών τών τριγώνων ΑΣΒ, ΒΣΓ, ζ. τ. λ. 
τά οποία σχηματίζονται δλδγυρα της ζορυφής Σ, ίσοδυναμέΐ μέ τδ 
άθροισμα τών γωνιών τού αύτου αριθμού τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΓ, 
ζ. τ. λ. τά οποία σχηματίζονται δλδγυρα της ζορυφης Ο. ’Αλλ’ 
είς τήν στιγμήν Β αί γωνίαι ΑΒΟ, ΟΒΓ, δμού ληφθεΐσαι, ζά- 
μνουν τήν γωνίαν ΑΒΓ μιζροτέραν του αθροίσματος τών γωνιών 
ΑΒΣ, ΣΒΓ (προ. 21}*  ωσαύτως είς τήν στιγμήν Γ έχομεν 
ΒΓ04-0ΓΔ<^ΒΓΣ+ΣΓΔ· ζαι ούτω διά τάς άλλας γωνίας τού 
πολυγώνου ΑΒΓΔΕ. Εντεύθεν έπεται δτ& είς τά τρίγωνα τών 
οποίων ή ζορυφή είναι είς Ο, τδ άθροισμα τών ποδς τη βάσει 
γωνιών είναι μιζρδτερον τού αθροίσματος τών πρδς τή βάσει γωνιών 
είς τά τρίγωνα τών οποίων ή ζορυοή είναι είς Σ. Τώρα τδ άθροισμα 
δλων τών γωνιών τών τριγώνων τών οποίων ή ζορυυή είναι είς 
Σ μοιράζεται είς δύο: είς τδ άθροισμα τών γωνιών τών οποίων 
αί ζορυφαί είναι επίσης είς Σ, ζαί είς τδ άθροισμα τών γωνιών 
των οποίων αί ζορυ©αι είναι αι του ,πο λυγώνου ΑΒΓΔΕ*  ζαλούν- 
τες Α τδ πρώτον ζαί Β τδ δεύτερον, έχομεν διά τδ άθροισμα τού­
των Α^-Β’ παρομοίως τδ άθροισμα τών γωνιών τών τριγώνων 
τών οποίων ή ζορυοή είναι είς Ο μοιράζεται είς δύο: είς τδ ά­
θροισμα νών γωνιών τών οποίων αί ζορυφαί είναι επίσης είς Ο, 
ζαί είς τδ άθροισμα τών γωνιών τών οποίων αί ζορυφζζί είναι 
αί τού πολυγώνου ΑΒΕΔΕ*  ζαλοΰντες τδ πρώτον άθροισμα Α ζαί 
τδ δεύτερον ^Βζ έχομεν Α-ψ-Β διά τδ άθροισμα δλων τούτων τών 
γωνιών έπειδή δέ τά δύο αθροίσματα Α-ψ-Β, ζαί Δ —|—Γ> πρέπει 
νά ήναι ίσα*  διά τούτο Α—|-Β=:Α—|~Β· αλλά δέδειζται οτι Βζ> 
Α*  λοιπον άναγζαίως Α<ζΒ'· λοιπδν τδ άθροισμα τών σχηματι- 
ζο μενών γωνιών δλδγυρα τής στιγμής Ο, είναι μεγαλήτερον τού 
αθροίσματος τών γωνιών δλδγυρα τής στιγμής Σ. Αλλά τδ ά­
θροισμα τών δλδγυρα τής στιγμής Ο γωνιών ίσούται μέ τέσσα- 
ρας δρθάς (5, 1)· λοιπδν τδ άθροισμα τών επιπέδων γωνιών αί 
δποΐαι σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Σ είναι μιζρδτερον άπδ 
τέσσαοας δοθάς.
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Σχόλιον. II άποδειξίζ' α3τη προϋποθέτει ότι. ή στερεά γω- 

νία είναι κυρτή, η οτι το επιπεο» μιας εορας προεζοαλλομενον 
δεν ήμπορεΐ νά τέμνη τήν στερεάν γωνίαν Σ*  άλλως, το άθροισμα 
των έπιπέδων γωνιών δεν ήθελευ έχει όρια, και ήμπορούσε νά 
ηυαι δποιουδήποτε μεγέθους.

ΠΡΟ ΤΑΣ ΙΣ ΚΓ'.
Θ ε ώ ρ η [X α.

Έάν δύο στερεαι γωνίαι σύγκεινται άπδ τρεϊς επιπέδους γω­
νίας αί δποΐαι νά ηυαι ίσαι ή κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν, τά 
επίπεδα είς τά οποία εύρίσζονται αί ίσαι γωνίαι ισάκις θέλουν 
κλίνει τδ ευ επί του άλλου.

Έστω ή γωνία ΑΣΓ=ΔΤΖ, ή γωνία ΑΣΒ=ζΔΤΕ, καί ή 
γωνία ΒΣΓ=ΕΤΖ· λέγω οτι τά δύο επίπεδα ΑΣΓ, ΑΣΒ, θέ­
λουν έχει μεταξύ των ζλίσιν ίσην μέ τήν τών επιπέδων ΔΤΖ, 
ΔΤΕ. σχ. 197.

Ληφθείσης τής ΣΒ κατ’ αρέσκειαν, άς άγθή ή ΒΟ κάθετος 
είς τδ επίπεδον ΑΣΓ*  έκ τής στιγμής Ο, όπου αύτη ή κάθετος 
συναπαντά τδ επίπεδον, άς άχθώσιν αί ΟΑ, ΟΓ κάθετοι, ή μέν 
επί τής ΣΑ, ή δέ επί τής ΣΓ*  άς έπιζευχθώσιν αί ΑΒ, ΒΓ’ 
άς ληφθή ακολούθως ΤΕ=ΣΒ’ άς άχθη ή ΕΓ1 κάθετος έπι 
του έπιπέδου ΤΔΖ*  έκ τής στιγμής Π άς άχθώσιν αί ΠΔ, 11Ζ 
κάθετοι έπι τών ΤΔ, ΤΖ*  τέλος άς ένωθώσιν αί ΔΕ, ΕΖ.

Τδ τρίγωνον ΣΑΒ εΐναι ορθογώνιον είς Α, καί τδ τρίγωνον 
ΤΔΕ είς Δ (πρδ. 6), καί έπειδή ή γώνία ΑΣΒ=ΔΤΕ, έχομεν 
ωσαύτως ΣΒΑ?=ΊΈΔ. Αλλως ΣΒ=ΊΈ*  λοιπδν τδ τρίγωνον 
ΣΑΒ είναι ίσον. μέ τδ τρίγωνον ΤΔΕ (5, ].)· λοιπδν ΣΑ=ΤΔ, 
καί ΑΒ=ΔΕ. Όμοίως θέλομεν δείξει οτι ΣΓ=ΤΖ, καί ΒΓ== 
ΕΖ. Τούτου τεθέντος, τδ τετράπλευρου ΣΑΟΓ είναι ίσον- μέ τδ 
τετράπλευρου ΤΔΠΖ*  διότι τεθείσης τής γωνίας ΑΣΓ έπι τής 
ίσης μέ αυτήν ΔΤΖ, έπειδή ΣΑ=ΤΔ καί ΣΓ=ΤΖ, ή στιγ­
μή Α θέλει πέσει*  είς Δ καί ή Γ είς Ζ. Είς τδν αύτδν καιρόν 
ΑΟ, κάθετος είς τήν ΣΑ, θέλει πέσει έπι τής ΔΙ1 καθέτου είς 
τήν ΤΔ, καί παρομοίως ΟΓ έπι τής ΠΖ*  λοιπδν ή στιγμή Ο 
θέλει πέσει έπι τής στιγμής II, καί θέλομεν έχει ΑΟ=ΔΠ. 
Α’λλά τά τρίγωνα ΑΟΒ, ΔΠΕ είναι ορθογώνια είς Ο καί II, 
ή υποτείνουσα ΑΒ=ΔΕ, καί ή πλευρά ΑΟ=ΔΠ*  λοιπόν τά 
τρίγωνα ταΰτα είναι ίσα (18, 1)*  λοιπδν ή γωνία ΟΑΒ=ΠΔΕ. 
ΙΈ γωνία ΟΑΒ είναι ή κλίσις τών δύο επιπέδων ΑΣΒ, ΑΣΓ*  
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ή γωνία ΠΔΕ είναι ή των δύο επίπεδων ΔΙΈ, ΔΤΖ’ λοιπον 
αΐ δύο αύται κλίσεις είναι ίσα: άλλήλαις.

Πρέπει όμως νά παρατηρήσωμεν δτι ή γωνία Α τού ορθο­
γωνίου τρίγωνου ΟΑΒ δεν ειναε κυρίως ή κλίσις των δύο επιπέδων 
ΑΣΒ, ΑΣΓ, παρ’ όταν ή κάθετος ΒΟ πίπτη, ώς προς τήν ΣΑ, 
άπδ τδ αύτδ μέρος οπού και ή ΣΓ*  εάν δέ έπιπτεν άπδ τδ άλλο 
μέρος, τδτε ή γωνία των δύο έπιπέδων ήθελεν είναι άμβλεΐα, 
και μετά τής γωνίας Α ήθελε κάμνει δύο δρθάς. ’Αλλ’ εις τήν 
αυτήν περίστασιν ή γωνία τών δύο επιπέδων ΤΔΕ, ΤΔΖ ήθελεν 
είναι παρομοίως άμβλεΐα, και μετά τής γωνίας Δ τού τριγώνου 
ΔΠΕ, ήθελε κάμνει δύο δρθάς*  λοιπδν επειδή ή γωνία Α πάν­
τοτε ήθελεν είναι ίση τή Δ, ωσαύτως ήθέλαμεν συμπεράνει οτι 
ή κλίσις των δύο επιπέδων ΑΣΒ, ΑΣΓ, είναι ίση μέ τήν των 
δύο επιπέδων ΤΔΕ,, ΤΔΖ.

Σχδλιον. ’Εάν δύο στερεαι γωνίαι σύγκεινται άπδ τρεΐς 
.επιπέδους γωνίας ίσας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, και εις 
τον αύτδν καιρδν αί ίσαι ή δμδλογόι γωνίαι ή ναι διατεταγ­
μένα: κατά τον αυτόν τρδπον εις τάς δύο στερεάς γωνίας, 
τδτε αί γωνίαι αύται θέλουν είναι ίσαι, και εάν τεθώσιν ή μία 
επί τής άλλης θέλουν εφαρμόσει. Τώ δντ,ι είδομεν δτι τδ τετρά- 
πλευρον ΣΑΟΓ ήμπορεΐ νά τεθή επί τού ίσου μέ αύτδ ΤΔΠΖ*  
ούτως τεθείσης τής ΣΑ έπί τής ΤΔ, ή ΣΓ πίπτει επί τής ΤΖ, 
καί ή στιγμή Ο επί τής στιγμής Π. Αλλά, έξ αιτίας τής ι- 
σδτητος των τριγώνων ΑΟΒ, ΔΠΕ, ή κάθετος ΟΒ εις τδ επί­
πεδον ΑΣΓ είναι ίση μέ τήν κάθετον ΠΕ εις τδ επίπεδον ΤΔΖ*  
περιπλέον αί κάθετοι αύται διευθύνονται κατά τήν αυτήν έννοιαν*  
λοιπδν ή στιγμή Β θέλει πέσει επί τής στιγμής Ε, ή γραμμή 
ΣΒ επί τής ΊΈ, καί αί δύο στερεαι γωνίαι κατά πάντα θέλουν 
εφαρμόσει ή μία μέ τήν άλλην.

Η έφάρμοσις δμως αύτη δέν έχει γώραν παρ’ οσάκις υπο­
τίθεται δτι αί επίπεδοι ίσαι γωνίαι είναι διατεταγμένα: κατά 
τον αυτόν τρδπον εις τάς δύο στερεάς γωνίας*  διότι εάν αί 
επίπεδοι ίσα: γωνίαι ήσαν διατεταγμένα: εις τάζιν άν- 
πίστροφον, ή, δπερ ταύτδν, εάν αί κάθετοι ΟΒ, ΠΕ άντί νά 
διευθύνωνται κατά τήν αυτήν έννοιαν ώς προς τά επίπεδα ΑΣΓ, 
ΔΤΖ, έδιευθύνοντο κατ’ εναντίας, τδτε αδύνατον ήθελεν εΐναι νά 
'γένη ή έφάρμοσις των δύο στερεών γωνιών. ’Αλλ’ δχι δλιγώτερον 
ήθελεν είναι άληθές, κατά τδ θεώρημα, δτι τά επίπεδα εις τά 
οποΐα εύρίσκονται αί ίσαι γωνίαι ήθελον κλίνει ισάκις τδ έν έπί 
τού άλλου*  εις τρδπον ώστε αί δύο στερεαι γωνίναι ήθελον είναι
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[σαι καθ’ ολα των τά συστατικά μέρη, χωρίς μ’ ολον τούτο νά 
ήμπορούν νά έπιτεθώσι. Τδ είδος τούτο της ίσότητος, ήτις δέν 
είναι απόλυτος ή έπιθέσεως πρέπει νά διαζριθή μέ μερικήν τινά 
ονομασίαν: θέλομεν τήν ονομάζει ισότητα έκ συμμετρίας.

Ούτως αί δύο στερεαί γωνίαι περί τών οποίων δ λόγος, αί 
δποΐαι είναι σχηματισμέναι άπδ τρεΐς επιπέδους γωνίας ίσας τήν 
κάθε μίαν μέ τήν ζάθε μίαν, αλλά διατεταγμένα; ζατ’ αντίστρο­
φον τάξιν θέλουν δνομάζεσθαι γωνίαι-ί'σαι έζ συμμετρίας 
ή απλώς γωνίαι συμμετριζαί.

Ή αυτή σημείωσις εφαρμόζεται είς τάς στερεάς γωνίας αί 
δποΐαι είναι σχηματισμέναι άπδ περισσοτέρας παρά τρεΐς επιπέ­
δους γωνίας : ούτως στερεά γωνία σχηματισμένη άπδ τάς επι­
πέδους γωνίας Α, Β, Γ, Δ, Ε, ζαι μία άλλη στερεά γωνία σχη­
ματισμένη άπδ τάς αύτάς γωνίας είς τάξιν άντίστροφον Α, Ε, 
Δ, Γ, Β, ήμπορούν νά ήναι τοιαύται ώστε τά επίπεδα είς τά 
δποΐα εύρίσζονται αί ίσαι γωνίαι νά κλίνουν ισάκις τδ εν επι του 
άλλου. Αί δύο αύται στερεαι γωνίαι, αίτινες ήθελον είναι ίσαι 
χωρίς ή έπίθεσις νά ήναι δυνατή, θέλουν δνομάζεσθαι γωνίαι 
στερεαί ίσαι έζ συμ μέτριας, ή γωνίαι στερεά ι συμ- 
μ ε τ ρ ι κ α ι.

Είς τά έπίπεδα σχήματα δέν υπάρχει κυρίως ίσότης έζ συμ­
μετρίας, ζαι οσας ήθελέ τις ονομάσει ούτως ήθελον είναι άπό- 
λυτοι ισότητες ή έπιθέσεως: δ λόγος είναι ότι έπίπεδον σχήμα 
ήμπορεΐ νά άναποδογυρισθή, καί νά ληφθή άδιαφόρως τδ άνω διά 
τδ κάτω. Αλλά δέν είναι τδ αύτδ είς τά στερεά οπού ή τρίτη 
διάστασις ήμπορεΐ νά ληφθή κατά δύο διαφορετικά; έννοιας, 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΔ'.

Θεώρημα.
Δεδομένων τών τριών έπιπέδων γωνιών αίτινες σχηματίζουν 

στερεάν τινά γωνίαν, νά εύρωμεν δί έπιπέδου κατασκευής τήν ' ' τ \ 
γωνίαν τήν δποίαν δύο τούτων τών έπιπέδων κάμουν μεταξύ των. \·:·*

’Εστω Σ ή προτεθεΐσα στερεά γωνία, είς τήν δποίαν 
γνωσταί αί τρεΐς έπίπεδοι γωνίαι ΑΣΒ, ΑΣΓ, ΒΣΓ*  ζητεΐτα&Ι^ΛΚ I" 
γωνία τήν δποίαν κάμνουν μεταξύ τών δύο τούτων τών έπιπέ?$\ΟΑΛΤΑ*  / 
παραδείγματος χάριν, τά έπίπεδα ΑΣΒ, ΑΣΓ. σχ. 198.

Ας φαντασθώμεν ότι έζάμαμεν τήν αυτήν κατασζευήν δπου 
καί είς τδ προλαβδν θεώρημα, ή γωνία ΟΑΒ ήθελεν είναι ή ζη- 
τουμένη. Πρόκειται λοιπδν νά εύρωμεν τήν αυτήν γωνίαν δι’ έ­
πιπέδου κατασκευής ή επάνω είς έπίπεδον έζτελουμένης.
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Πρδς τούτο ας γένουν ξπι επιπέδου τινδς αί γωνίαι ΒΣΑ, 

ΑΣΓ,Β'ΣΓ, ίσαι μέ τάς γωνίας ΒΣΑ, ΑΣΓ, ΒΣΓ, εις το στε­
ρεόν σχήμα*  άς ληφθή έκαστη τών Β'Σ, Β'Σ ίση ’μέ τήν ΒΣ 
του στερεού σχήματος*  έζ τών στιγμών Β' και Β' άς κατεβα- 
σθώσιν αί Β'Α, Β"Γ κάθετοι έπί τών ΣΑ και ΣΓ, αί δποΐαι θέ­
λουν συναπαντηθή εις στιγμήν τινα Ο. Έζ τής στιγμής Α ώς έζ 
κέντρου και μέ ακτίνα ΑΒ' άς γραφθή ή ημιπεριφέρεια Β'βΕ*  
εις τήν στιγμήν Ο άς ύψωθή έπί τής ΒΈ ή κάθετος Οβ συνα­
παντούσα τήν περιφέρειαν εις β, άς έπιζευχθή Αβ, καί ή γ<ύνία 
ΕΑβ θέλει είναι ή ζητουμένη κλίσις τών δύο έπιπέδων ΑΣΓ, ΑΣΒ, 
εις τήν στερεάν γωνίαν.

Τδ παν συνίσταται εις τδ νά δείξωμεν οτι τδ τρίγωνον ΑΟβ 
του έπιπέδου σχήματος είναι· ίσον μέ τδ τρίγωνον ΑΟΒ του στε­
ρεού. Τώρα τά δύο τρίγωνα Β'ΣΑ, ΒΣΑ είναι ορθογώνια εις Α, 
αί έν Σ γωνίαι είναι ίσαι*  λοιπδν αί έν Β καί Β γωνίαι είναι 
πορομοίως ίσαι. ’Αλλ’ή υποτείνουσα ΣΒ είναι ίση μέ τήν υποτεί­
νουσαν ΣΒ: λοιπδν τά τρίγωνα ταυτα είναι ίσα*  λοιπδν Σ Α του έπι­
πέδου σχήματος είναι ίση μέ τήν ΣΑ τού στερεού, καί ομοίως ΑΒ , ή 
ίση μέ αυτήν Αβ εις τδ έπίπεδον σχήμα είναι ίση μέ τήν ΑΒ εις τδ 
στερεόν. Ωσαύτως θέλομεν δείξει δτι ΣΓ είναι ίση καί εις τά 
δύο μέρη*  οθεν έπεται δτι τδ τετράπλευρον ΣΑΟΓ είναι ίσον καί 
εις τά δύο σχήματα, ούτως ΑΟ τού έπιπέδου είναι ίση μέ τήν 
ΑΟ τού στερεού*  λοιπδν καί εις τά δύο τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΟΒ, 
ΑΟβ, έχουν τήν υποτείνουσαν καί μίαν πλευράν ίσας*  λοιπδν 
είναι ίσα, καί ή γωνία ΕΑβ, εύρεθεΐσα διά τής έπιπέδου κατα­
σκευής, είναι ίση μέ τήν κλίσιν τών δύο έπιπέδων ΣΑΒ, ΣΑΓ, 

7$ εις τήν στερεάν γωνίαν.
Όταν τδ'σημεΐον Ο πέση μεταξύ Α καί Β' εις τδ έπίπεδον 

£ ή ϊων^α ΕΑβ αποβαίνει αμβλεία, καί μετρεΐ πάντοτε
αληθινήν κλίσιν τών έπιπέδων: ιδού διατί έσημειώσαμεν διά 

* Ιρ' ΕΑβ, καί δχι διά ΟΑβ τήν ζητουμένην κλίσιν, διά νά άνήκη 
οιύτή ^ύσις δλας τάς περιστάσεις άνευ έξαιρέσεως.

τα. ύΣ χ δ λ ι ο ν. Τ1 μπορεί νά ζητηθή έάν μέ τρεις έπιπέδους 
^♦/•(.^Α-^άύνίας, ήλημμένας κατ’ αρέσκειαν, είναι δυνατδν νά σχηματιιθή 

.' ·4·ν. , σ¥ΐρεά γωνία.
Κατά πρώτον τδ άθροισμα τών τριών δεδομένων γωνιών πρέ­

πει νά ήναι μικρδτερον τεσσάρων ορθών διότι χωρίς ταύτης 
τής συνθήκης δέν ήμπορεΐ νά σχηματισθή ή στερεά γωνία 
(προ. 22).

ΓΙοέπει πεοιπλέον άτ’ ου ληφθώσι δύο τών γωνιών κατ’ άρε- 
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σκειαν ΒΣΑ, ΑΣΓ, ή τρίτη ΓΣΒ" νά ήναι τοιαύτη, ώστε ή κά­
θετος Β"Γ επί της πλευράς ΣΓ νά συναπαντά τήν διάμετρον 
ΒΕ μεταξύ τών άκρων Β' καί Ε. Ουτω τά όρια τού μεγέθους 
τής γωνίας ΓΣΒ" είναι εκείνα είς τά όποια όταν φθάση, ή κά­
θετος Β"Γ τελειδνει είς τάς στιγμάς Βζ καί Ε. Έκ τών στιγμών 
τούτων άς κατεβασθώσιν επί τής ΣΓ αί κάθετοι ΒΙ, ΕΚ/, συνα- 
παντώσαι είς I καί Κ/ τήν γεγραμμένην περιφέρειαν μέ τήν 
ακτίνα ΣΒ , καί τά δρια τής ΓΣΒ θέλουν είναι αί γωνίαι ΓΣΙ, 
ΓΣΚ.

’Αλλ’ είς το ισοσκελές τρίγωνον ΒΣΙ, επειδή ή γραμμή ΣΓ 
προεκβληθεΐσα συναπαντά κατά κάθετον τήν βάσιν ΒΙ, έχομεν τήν 
γωνίαν ΓΣΙ = ΓΣΒ — ΑΣΓ ΑΣΒ. Καί είς το ισοσκελές 
τρίγωνον ΕΣΚ, επειδή ή ΣΓ είναι κάθετος είς τήν ΕΚ, έχομεν τήν 
γωνίαν ΓΣΚ = ΓΣΕ. Αλλως έξ αιτίας τών ίσων τριγώνων ΑΣΕ, 
ΑΣΒ, ή γωνία ΑΣΕ = ΑΣΒ * λοιπόν ΓΣΕ ή ΓΣΚ =ΑΣΓ—ΑΣΒ'.

Εντεύθεν έπεται δτι το πρόβλημα είναι δυνατόν οσάκις ή τρί­
τη γωνία ΓΣΒ" είναι μικροτέρα τού αθροίσματος τών δυο άλλων 
ΑΣΓ, ΑΣΒ, αλλά μεγαλητέρα τής διαφοράς των : συνθήκη 
ήτις συμφωνεί μέ τδ ΚΑΖ θεώρημα· διότι, δυνάμει τούτου τού 
θεωρήματος, πρέπει νά ήναι ΓΣΒ" </ΑΣΓ-|“ΑΣΒ*  πρέπει 
ωσαύτως ΑΣΓ < ΓΣΒ + ΑΣΒ, ή ΓΣΒ > ΑΣΓ — ΑΣΒ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΕ'.
Πρόβλημα.

Δεδομένων δύο τών τριών επιπέδων γωνιών, αί δποΐαι σχη­
ματίζουν μίαν στερεάν γωνίαν, μετά τής γωνίας τήν οποίαν τά 
έπίπεδά των κάμνουν μεταξύ των, νά εύρεθήή τρίτη επίπεδος γωνία.

Έστωσαν ΑΣΓ, ΑΣΒ αί δύο δεδομέναι επίπεδοι γωνίαι, καί 
άς ύποθέσωμεν πρδς ολίγον δτι ΓΣΒ είναι ή τρίτη ζητουμένη 
γωνία*  τότε γενομένης τής αυτής κατασκευής ώς είς - τδ προλα- 
βδν πρόβλημα, ή περιεχομενη γωνία μεταξύ τών επιπέδων τών 
δύο πρώτων ήθελεν είναι ΕΑβ. Τώρα καθώς προσδιορίζεται ή 
γωνία ΕΑβ διά μέσου τής ΓΣΒ' δεδομένων τών δύο άλλων, 
ουτω δυνατόν είναι νά προοδιορισθή ή γωνία ΓΣΒ διά μέσου τής 
ΕΑβ, καί μέ τούτον τδν τρόπον θέλει λυθή τδ προτεθέν πρόβλημα.

Ληφθείσης τής ΣΒ κατ’ αρέσκειαν, άς κατεβασθή επί τής ΣΑ 
ή απροσδιόριστος κάθετος ΒΕ, άς γένη ή γωνία ΕΑβ ίση μέ 
τήν τών δύο δεδομένων έπιπέδων*  άπδ τήν στιγμήν β δπου ή πλευ­
ρά Αβ συναπαντά τήν γεγραμμένην περιφέρειαν έκ τού κέντρου 
Α μέ τήν ακτίνα ΑΒ', άς κατεβασθή επί τής ΑΕ ή κάθετος βθ, 

9 
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ζαι άπά τήν στιγμήν Ο άς ζατεβασθή έπί τής ΣΓ ή απροσδιό­
ριστος κάθετος ΟΓΒ , ητις άς περατωθή εις Β ώστε ΣΒ = ΣΒ*  
ή γωνία ΓΣΒ θέλει είναι ή τρίτη επίπεδος ζητούμενη γωνία.

Διότι έάν σχηματισθή στερεά γωνία μέ τάς τρεϊς επιπέδους 
γωνίας ΒΣΑ, ΑΣΓ, ΓΣΒζ ή κλίσις τών επιπέδων όπου εύρί- 
σκονται αί δεδομέναι γωνίαι ΑΣΒ, ΑΣΓ θέλει είναι ίση μέ τήν 
δεδομένην γωνίαν ΕΑβ. σγ. 198.

Σχόλιον. Εάν μία στερεά γωνία ήναι τετραπλή, ή 
σχηματισμένη άπδ τέσσαρας επιπέδους γωνίας ΑΣΒ, ΒΣΓ, ΓΣΔ, 
ΔΣΑ, ή γνώσις τών γωνιών τούτων δεν άρκεϊ διά τήν προσδιό­
ρισα τών αμοιβαίων κλίσεων τών επιπέδων των διότι μέ τάς 
αύτάς επιπέδους γωνίας δυνατόν νά σχηματισθή απειρία στερεών 
γωνιών. Άλλ’ έάν προστεθή μία συνθήκη, έάν, παραδείγματος χά- 
ριν, δοθή ή κλίσις τών δύο επιπέδων ΑΣΒ, ΒΣΓ, τότε ή στερεά 
^ωνία είναι κατά πάντα προσδιωρισμένη, και δυνατόν είναι νά

■ : άορισθή ή κλίσις δύο δποιωνδήποτε τών έπιπέδων της. Τώ 
δντι .άς φαντασθώμεν στερεάν τριπλήν γωνίαν σχηματισμένην 
από τάς επιπέδους γωνίας ΑΣΒ, ΒΣΓ, ΑΣΓ*  αί δύο πρώται 
γωνίαι εϊναι δεδομέναι, καθώς και ή κλίσις τών έπιπέδων των*  
δυνατόν λοιπόν νά προσδιορισθή, διά του λυθεντος προβλήματος, 
ή τρίτη γωνία ΑΣΓ. Ακολούθως, έάν θεωρήσωμεν τήν τριπλήν 
στερεάν γωνίαν σχηματισμένην από τάς επιπέδους γωνίας ΑΣΓ, 
ΑΣΔ, ΔΣΓ, βλέπομεν ότι αί τρεϊς αυταε γωνίαι είναι γνωσται*  
ούτως ή στερεά γωνία είναι κατά πάντα προσδιωρισμένη. Άλλ 
ή στερεά τετραπλή γωνία σχηματίζεται άπδ τήν ένωσιν τών εί- 
ρημένων δύο στερεών τριπλών γωνιών*  λοιπόν επειδή αί μερικά: 
αύται γωνίαι είναι γνωσται καί προσδιωρισμέναι, ή όλη γωνία 
εϊναι παρομοίως γνωστή και προσδιωρισμένη.

. Ή γωνία τών δύο έπιπέδων ΑΣΔ, ΔΣΓ, ευρίσκεται άμέσως 
διά τής δευτέρας μερικής στερεάς γωνίας. "Όσον διά τήν γωνίαν 
τών δύο*  έπιπέδων ΒΣΓ, ΓΣΔ, πρέπει είς μίαν στερεάν μερικήν 
γωνίαν νά ζητηθή ή περιεχομένη μεταξύ τών δύο έπιπέδων ΑΣΓ, 
ΔΣΓ, καί είς άλλην ή περιεχομένη μεταξύ τών δύο έπιπέδων ΑΣΓ, 
ΒΣΓ*  το άθροισμα τών δύο τούτων γωνιών θέλει είναι ή περιεχομένη 
μεταξύ τών έπιπέδων ΒΣΓ, ΔΣΓ. Κατά τον αυτόν τρόπον ήθέ- 
λαμεν εύρη ότι διά τήν προσδιόρισιν στερεάς πενταπλής γωνίας, 
πρέπει νά ήναι γνωσται εκτός τών πέντε γωνιών αίτινες τήν συνθέτουν 
δύο άμοιβαΐαι κλίσεις τών έπιπέδων των*  ήθελον χρειασθή τρεϊς είς 
τήν έξαπλήν στερεάν γωνίαν και ούτως εφεξής, σχ. 199.
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Β I Β Λ 1 Ο Μ ΣΤ'. 
-------------------

Τ Α Π Ο Α Υ Ε Δ Ρ Α
Ο ρί σ[Λ ο ί.

Α'. αλεϊται στεοεόν πολύεδρον, ή απλώς πολύεδρον, 
κάθε στερεόν περατουμενον απο επίπεδα η εορας επιπεοους ^ΐα 
επίπεδα ταυτα άναγκαίως πεοα^ουνται άπδ ευθείας γραμμάς). 
Εν μερει καλείται τετράεδρον το εχον τεσσαρας εορας 
στεοεον*  έξάεδρον το έξ· οκτάεδρον τδ. οκτώ*  δωδεκαεδρον 
τδ δώδεκα*  ε ί κ ο σ ά ε δ ρ ο ν τδ είκοσι, κ. τ. λ.

Τδ τετράεδρον είναι τδ άπλούστερον τών πολυέδρων*  διότι 
τουλάχιστον χρειάζονται τρία επίπεδα διά τδν σχηματισμδν στέ­
ρεας γωνίας, και τά τρία ταυτα επίπεδα άφίνουσε κενόν τι, το 
οποίον διά νά κλεισθή, απαιτεί τουλάχιστον τέταρτον έπίπεδον.

Β\ Η κοινή τομή δύο προσκειμένων εδρών παλυέδρου τινδς 
καλείται πλευρά ή κδόις (1) του πολυέδρου.

Γ. Καλείται κανονικδν πολύεδρον τού οποίου δλαι αι 
εδραι είναι κανονικά ισα πολύγωνα, κάι ολαι αι στερεαι γωνίαι 
είναι ίσαι μεταξύ των. Τά πολύεδρα ταυτα είναι πέντε τδν α­
ριθμόν. Όρα τδ παράρτη μα εις τά βιβλία ΣΤ. και Ζ.

Δ’. Π ρ ί σ μ α είναι τδ περιεχομενον στερεδν ύπδ πολλών πα­
ραλληλογράμμων επιπέδων, περατουμένων άπδ τδ έν και τδ άλλο 
μέρος άτΐδ δύο επίπεδα πολύγωνα ίσα και παράλληλα.

Ποδς κατασκευήν τούτου του στερεού, έστω ΑΒΓΔΕ δποιον- 
δήποτε πολύγωνον*  έάν εις έπίπεδον παράλληλον του ΑΒΓ, άγθώσιν 
αί γραμμαί ΖΗ, ΗΘ, ΘΙ, κ. τ. λ. ίσαι καί παράλληλοι μέ τάς 
πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, κ. τ. λ. θέλει σχηματισθή τδ πολύγωνον 
ΖΗΘΙΚ ίσον μέ τδ ΑΒΓΔΕ*  έάν ακολούθως ένωθώσιν άπδ του 
ένδς επιπέδου έως του άλλου αί κορυφαί τών δμολδγών γωνιών 
διά τών ευθειών ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, κ. τ. λ. αί έδραι- ΑΒΗΖ, ΒΓΘΖ, 
κ. τ. λ. θέλουν είναι παραλληλόγραμμα, καί τδ ούτως σχήμα- 
τιζομενον στερεδν ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΚ θέλει είναι πρίσμα, σχ. 200.

Ε. Τά ίσα καί παράλληλα πολύγωνα ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΙΚ, κα­
λούνται βάσεις τού π ρ ί σ μ α τ ο ς*  τά άλλα παραλληλόγραμμα 
επίπεδα δμοΰ λαμβανδμενα συνιστούν τήν παράπλευρον

(1) τήν οποίαν ό λέγεί («ΐΓϋΙβ) οιότί ή λέξες αυτή
/ιέ ε^άν·^ κχέ «ίί τ^ν γλώσσαν

9*
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(ΙαίθΓαΙβ) ή κυρτήν επιφάνειαν του πρίσματος. Αί ίσαι 
εύθεΐαι ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, κ. τ. λ. καλούνται πλευραί του πρίσματος.

ΣΤ*.  Τό ύώος τού πρίσματος είναι το απόστημα τών 
δύο του βάσεων, ή ή ήγμένη κάθετος από έν σημεΐον τής άνω 
βάσεως επί του επιπέδου τής κάτω.

Ζ. Τό πρ ίσμα είναι ορθόν, δταν αί πλευραί ΑΖ, ΒΗ, κ. τ. λ. 
ήναι κάθετοι εις τά επίπεδα τών βάσεων: τότε έκάστη τούτων 
είναι ίση μέ τό ύψος του πρίσματος*  εις κάθε άλλην περίστασιν 
τό πρίσμα είναι πλάγιον, καί τό ύψος είναι μικρότερον τής 
πλευράς*  διότι εκείνο μέν είναι κέθετος, αύτη δέ πλαγία.

Η. Τό πρίσμα είναι τριγωνικόν, τετραγωνικόν, πεν­
ταγωνικόν, έξαγωνικόν, κ. τ. λ. καθώς ή βάσις είναι 
τρίγωνον, τετράγωνον, πεντάγωνον, έξάγωνον, κ. τ. λ.

Θ. Τό πρίσμα τό οποίον έχει βάσιν -παραλληλόγραμμον, έχει 
ολας του τάς έδρας παραλληλογραμμικάς*  καλείται δέ παραλ­
ληλεπίπεδον. σχ. 206.

Τό παραλληλεπίπεδον είναι ορθογώνιον δταν δλαι 
του αί έδραί ήναι όρθογώνιαι.

Γ. Μεταξύ τών' ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων διακρίνεται δ 
κύβος ή τό κανονικόν έξάεδρον περιεχόμενον υπό έξ ίσων τε­
τραγώνων.

ΙΑ\ Πυραμίς είναι τό σχηματιζόμενον στερεόν δταν πολλά 
τριγωνικά επίπεδα άναχωροΰντα από τήν αυτήν στιγμήν Σ, τε- 
λειόνουν εις τάς διαφόρους πλευράς τού αυτού πολυγωνικού 
επιπέδου ΑΒΓΔΕ. σχ. 196.

Τό πολύγωνον ΑΒΓΔΕ καλείται βάσις τής πυραμίδος, ή 
στιγμή Σ κορυφή, καί ή ένωσις τών τριγώνων ΑΣΒ, ΒΣΓ, 
κ. τ. λ. σχηματίζει τήν κ υ ρ τ ή ν ή π α ρ ά π λ ε υ ρ ο ν επιφάνειαν 
τής πυραμίδος.

ΙΒ'. Τό ύώος τής πυραμίδος είναι ή κατεβαζομένη κάθετος 
από τήν κορυφήν επί τό έπίπεδον τής βάσεως, προεκβαλλόμενον 
έάν ήναι άναγκαΐον.

ΙΓ'. Ή πυραμίς είνα'. τριγωνική, τετραγωνική, κ. τ. λ. καθώς 
ή βάσις είναι τρίγωνον, τετράγωνον (εις γενικήν σημασίαν) κ. τ. λ.

ΙΔ'. Ή πυραμίς είναι κανονική, δταν ή βάσις είναι κανο­
νικόν πολύγωνον, καί εις τον αυτόν καιρόν ή κατεβαζομένη κάθετος 
από τήν κορυφήν έπι τό έπίπεδον τής βάσεως διέρχεται διά τού 
κέντρου ταύτης τής βάσεως*  ή γραμμή αύτη καλείται τότε ά- 
ξων τής πυραμίδος.
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ΙΕ’. Διαγώνιος πολυέδρου τίνος, είναι ή εύθεΐα ήτες ένδνει 

τάς ζορυφάς δύο μή προσκειμένων στερεών γωνιών.
ΙΣΤ'. Καλώ συ μ μ έτριζα πολύεδρα δυο πολύεδρα τά ο­

ποία, έχοντα μίαν κοινήν βάσιν, είναι ομοίως κατασκευασμένα, τδ 
μέν άνω του επιπέδου ταύτης της βάσεως, τδ δέ ύποζάτω, μέ 
ταύτην τήν συνθήκην, οτι αί κορυφαι τών δμολογων στερεών γωνιών 
νά κεΐνται είς ίσα διαστήματα άπδ τδ επίπεδον ταύτης τής βάσεως, 
μετρούμενα έπι τής αυτής ευθείας καθέτου είς τούτο τδ επίπεδον.

Έάν, π. γ. ή εύθεΐα ΣΤ είναι κάθετος είς τδ επίπεδον ΑΒΓ, και 
είς τήν στιγμήν Ο, οπού συναπαντά τούτο τδ επίπεδον, διαιρείται 
είς δύο ίσα μέρη, αί δύο πυραμίδες ΣΑΒΓ, ΤΑΒΓ, αί δποΐαι έ­
χουν κοινήν τήν βάσιν ΑΒΓ, θέλουν είναι δύο συμμετρικά πολύε­
δρα. σχ. 202.

ΙΖ'. Δύο τριγωνικά! πυραμίδες λέγονται δμοιαι, 
όταν έχουν δύο έδρας δμοίας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, 
ομοίως κειμένας καί ισάκις ζλινούσας.

Ούτως, υποτιθεμένου οτι αί γωνίαι ΑΒΓ=γ=ΔΕΖ, ΒΑΓ=ΕΔΖ, 
ΑΒΣ=ΔΕΤ, ΒΑΣ—ΕΔΤ, έάν περιπλέονή ζλίσις,τών έπιπέδων 
ΑΒΣ, ΑΒΓ, ήναι ίση μέ τήν τών δμολογων των ΔΤΕ, ΔΕΖ, αί 
πυραμίδες ΣΑΒΓ, ΤΔΕΖ, θέλουν είναι δμοιαι. σχ. 203.

111. Άφ’ ου σχηματισθή τρίγωνον μέ τάς κορυφάς τριών γω­
νιών είλημένων έπι τής αύτής έδρας ή βάσεως πολυέδρου τινδς, ήμ- 
πορεΐ τις νά φαντασθή οτι αί κορυφαι τών διάφορων στερεών γω­
νιών τού πολυέδρου, τών έκτος τού έπιπέδου ταύτης τής βάσεως 
κειμένων, είναι κορυφα?τδσων τριγωνικών πυραμίδων, αίτινες έχουν 
κοινήν βάσιν τδ σημειωθέν τρίγωνον*  έζάστη δέ τούτων τών πυρα­
μίδων θέλει προσδιορίζει τήν θέσιν καθεμιάς στερεάς γωνίας τού 
πολυέδρου ώς πρδς ταύτην τήν βάσιν. Τούτου τεθέντος:

Δύο πολύεδρα είναι δμοια δταν, έν ω έχουν βάσεις δμοίας, 
αί κορυφαι τών δμολογων στερεών γωνιών, έκτδς τούτων τών βά­
σεων, προσδιορίζωνται άπδ τριγωνιζάς πυραμίδας δμοίας τήν κάθε 
μίαν μέ τήν κάθε- μίαν.

ΙΘ. Καλ ώ κορυφάς ένδς πολυέδρου τάς στιγμάςαί δποΐαι 
κεΐνται είς τάς κορυφάς τών διάφορων στερεών γωνιών του.

Σ. Κ. *Ολα  τά πολύεδρα, τά όποια ^εωρού/χεν, είναι πολύεδρα /χέ γωνίας έξε- 
χούσας γ] κ υ ρ τ ά πολύεδρα. Καλού/χεν ούτως εκείνα τών όποιων ή επιφάνεια δεν 
η/χπορεί νά συναπαντηθή υπό ευθείας γρα/χ/χής είς περισοότερα. από δύο ση/χεια. Είς 
τοιούτου είδους πολύεδρα τό επίπεδον /χιάς έδρας εάν προεκβληθώ, δέν -η μπορεί νά 
τε/χνη τό πολύεδρον· αδύνατον λοιπόν είναι μέρος τού πολυέδρου νά εύρίσχηται άνω 
του επιπέδου /χιάς έδρας, καί μέρος ΰποχάτω' τό πολύεδρον είναι όλον από τό 
αυτό μέρος τούτου τού επιπέδου.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.

Θεώρημα.
Δύο πολύεδρα δένήμπορούν νά έχουν τδν αύτδν αριθμόν κορυφών 

ζαι τάς αύτάς ζορυφάς χωρίς νά έφαρμόζηται τδ έν μέ τδ άλλο.
Διότι, άς ύποθέσωμεν έν τών πολυέδρων ζατεσζευασμένον. ?Εάν 

θέλωμεν νά ζατασζευάσωμεν έν άλλο, τδ δποΐον νά έχη τδν αύτδν 
αριθμόν κορυφών ζαι τάς αύτάς κορυφάς, πρέπει τά επίπεδα τούτου 
νά μη διέρχωνται άπδ τά αύτά σημεία άπδτά δποΐα διέρχονται τά επί­
πεδα του πρώτου*  διότι άλλως δέν ήθελε διαφέρει τδ έν άπδ τδ άλλο : 
πλήν τδτε φανερόν είναι δτι μερικά τών νέων επιπέδων ήθελον τέμνει 
τδ πρώτον πολύεδρον*  ήθελον υπάρχει ζορυφαι άνω τούτων τών επι­
πέδων, ζαι κορυφαι ύποζάτω, τδ δποΐον δέν ήμπορεΐ νά άνήζη εις 
κυρτόν πολύεδρον: λοιπδν έάν δύο πολύεδρα έχουν τδν αύτδν ά­
ριθμόν κορυφών ζαι τάς αύτάς ζορυφάς, άναγκαίως πρέπει νά έ­
φαρμόζηται τδ έν μέ τδ άλλο.

Σ χ δ λ ι ο ν. Δεδομένων ζατά θέσιν τών σημείων Α, Β, Γ, Κ , 
ζ. τ. λ. τά οποΐα πρέπει νά χρησιμεύσουν ώς ζορυφαι ένδς πο­
λυέδρου, εύζολον είναι νά διαγράψωμεν τδ πολύεδρον.

Εζλέγομεν τρία πλησίον σημεία Δ, Ε, Θ, τοιαύτα ώστε τδ 
επίπεδον ΔΕΘ νά διέρχηται, έάν τούτο έχη χώραν, διά νέων 
σημείων IV, Γ, άλλ’ δλα τά άλλα νά άφίνη άπδ τδ αύτδ μέρος, 
ή δλα άνω τού έπιπέδου ή δλα ύποζάτω*  τδ επίπεδον ΔΕΘ ή 
ΔΕΘΚΓ, ούτω προσδιωρισμένον, θέλει είναι μία έδρα τού στε­
ρεού. Διά μιας τών πλευρών τού ΕΘ .περνούμεν επίπεδον τδ 
δποΐον περιστρέφομεν έως ού νά συναπαντήση νέαν ζορυφήν Ζ, 
ή πολλάς έν ταύτώ Ζ, I*  θέλομεν έχει μίαν δευτέραν έδραν τήν 
ΖΕΘ ή ΖΕΘΙ*  έξαχολουθοΰμεν νά περνούμεν έπίπεδα διά τών 
εύρημένων πλευρών, έως ού τδ στερεδν νά περατωΟή πανταχόθεν: 
τδ στερεδν τούτο είναι τδ ζητούμενον πολύεδοον, διότι δέν ύπάρχουν 
δύο τά οποΐα νά ήμπορούν νά έχουν τάς αύτάς κορυφάς. 
σχ, 204.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Β'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Εις δυο συμμετριζά πολύεδρα αί ομόλογοι έδραι είναι ίσαι ή 
ζάθε μία μέ την ζάθε μίαν, ζαι ή ζλίσις δύο προσκειμένων έδρών 
εις τδ έν τούτων τών στερεών, είναι -ίση μέ τήν ζλίσιν τών ο­
μολόγων έδρών εις τδ άλλο.

Εστω ΑΒΓΔΕ ή κοινή βάσις εις τά δύο πολύεδρα, έστωσαν 
Μ ζαι Ν αι ζορυφαι δύο δποιωνδήποτε στερεών γωνιών τού ένδς 
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πολυέδρου, Μ' ζαί Ν' αί δμόλογοι ζορυφαί του άλλου1 πρέπει 
ζατά τον ορισμόν, αί εύθεΐαι ΜΜ', ΝΝ', νά ήναι κάθετοι είς τδ 
έπίπεδον ΑΒΓ, ζαι νά διαιρώνται είς δυο ίσα μέρη είς τάς στιγ- 
μάς μ ζαί ν οπού συναπαντούν τούτο τδ επίπεδον. Τούτου τεθέντος, 
λέγω οτι τδ διάστημα ΜΝ είναι ίσον μέ τδ Μ’Ν'. σχ. 205.

Διότι έάν στραφή τδ τραπέζιον μΜ'Ν'ν δλόγυρα της μν έως ου 
τδ επίπεδόν του νά τεθή έπι τού επιπέδου μΜΝν έξ αιτίας τών 
ορθών γωνιών είς μ ζαί είς ν, η πλευρά μ.Μ θελει πεσει επι 
της ίσης μέ αυτήν μΜ, ζαι ή νΝ' έπι τής νΝ· λοιπδν τά δύο 
τραπέζια θέλουν έφαρμδσει, ζαι θέλει είναι ΜΝ=ΜζΝζ

Έστω II μία τρίτη κορυφή του άνω πολυέδρου, ζαι Π ή δ- 
μδλογος αυτή είς τδ κάτω, ωσαύτως θέλει είναι ΜΠ=Μ Π καί 
ΝΠ= Ν'ΐΤ’ λοιπδν τδ τρίγωνον ΜΝ11, τδ οποίον ένδνει 
τρεΐςδποεαςδήποτεκοουφάςτού άνω πολυέδρου, εί­
ναι ίσον μ έ τ δ τρίγωνο ν μΝΈΓ τδ δ π ο ΐο ν ένδνει τάς 
τρεΐς δμολδγους ζαρυφάς του κάτω πολυεόρου.

Έάν μεταξύ τούτων τών τριγώνων θεωρήσωμεν μδνον τά σχη- 
ματιζόμενα είς *ιήν  επιφάνειαν τών πολυέδρων, ήμποροΰμεν νά 
συμπεοάνωμεν οτι αΐ έπιφάνειαι τών δύο πολυέδρων συγζεινται 
άπδ τδν αύτδν άριθμδν τριγώνων τά δποΐα είναι ίσα το κάθε έν 
μέ τδ κάθε έν.

Λέγω τώρα οτι εάν τινά έκ τούτων τών τριγώνων εύρίσκων- 
ται είς τδ αύτδ επίπεδον έπι τής μιας επιφάνειας και σχημα­
τίζουν τήν αυτήν πολύγωνον έδραν, τά δμδλογά τρίγωνα θέλουν 
είναι είς τδ αύτδ επίπεδον έπι τής άλλης έπεφανείας και σχημα­
τίζει μίαν ίσην πολύγωνον έδραν.

Τώ δ'ντι, έστωσαν ΜΠΝ, ΝΠΚ, δύο προσκείμενα τρίγωνα τά’ 
δποΐα υποτίθενται είς τδ αύτδ έπίπεδον, και έστωσαν Μ'ίΐΝ', Ν’Π'Κ,' 
τά δμόλογά των. "Εχομεν τήν γωνίαν ΜΝΠ=ΜΝΠ., τήν γω­
νίαν ΠΝΚ=ΠΝΚ.' ζαί έάν έπιζευχθώσιν αί ΜΚ, ΜΚ, τδ 
τρίγωνον ΜΝΚ θέλει είναι ίσον μέ το ΜΝΚ, ούτως ή γωνία 
ΜΝΚ—Μ’Ν’Κ'. Άλλ’ επειδή ΜΠΝΚ είναι έν μόνον έπίπεδον, 
έχομεν τήν γωνίαν ΜΝΚ=ΜΝΠ-(-ΠΝΚ· λοιπόν ωσαύτως Μ’Ν’Κ' 
=Μ/Ν'Π'-)-Π’Ν'Κ'. Τώρα, έάν τά τρία έπίπεδά Μ'Ν'Π, ΙΙΝΚ', 
ΜΝ'Κ' δέν έταυτίζοντο, ήθελον σχηματίζει στερεάν γωνίαν, και 
ήθελεν είναι (20,5) Μ'Ν’Κ' < Μ'ΝΙ1'+ΠΚΚ'· λοιπδν, επειδή 
αυτή ή συνθήκη δέν έχει χώραν, τά δύο τρίγωνα ΜΝΠ,ΠΝΚ, 
εύρίσκονται είς τδ αύτδ έπίπεδον.

Εντεύθεν έπεται οτι κάθε έδρα, είτε τριγωνική είτε πολύγωνος 
είς τδ έν πολύεδρον, αντιστοιχεί είς μίαν ΐσην έδραν είς ^δ άλλο, 
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κα! ούτως τά δύο πολύεδρα περιέχοντας υπό τον αυτόν αριθμόν 
έπιπέδιον τά δποϊα είναι ίσα τδ κάθε έν μέ τδ κάθε έν.

Μένει νά δείξωμεν οτι ή κλίσις δύο δποιωνδήποτε προσκειμέ­
νων έδρών εις τδ έν πολύεδρον είναι ίση μέ τήν κλίσιν τών δύο 
δμολόγων έδρών εις τδ άλλο.

Έστωσαν ΜΠΝ, ΝΠ.Κ, δύο τρίγωνα σχηματισμένα έπί τής 
κοινής κοψεως ΝΠ εις τά επίπεδα δύο προσκειμένων έδρών*  ε- 
στωσανΜΪΪΝζ ΝΐίΚ', τά ομόλογα των*  ήμπορούμεν- νά φαντα- 
σθώμεν εις Ν γωνίαν στερεάν σχηματιζομένην άπδ τάς τρεις επι­
πέδους γωνίας ΜΝΚ,ΜΝΠ, ΠΝΚ, καί εις ΝΖ γωνίαν στερεάν 
σχηματιζομένην άπδ τάς τρεΐς Μ'Ν'Κζ Μ'ΝΪΓ, ΠΝΚ. Τώρα, 
έδείξαμεν ότι αί επίπεδοι αύται γωνίαι είναι ίσαι ή κάθε μία μέ τήν 
κάθε μίαν*  λοιπδν ή κλίσις τών δύο επιπέδων ΜΝΠ, ΠΝΚ, είναι 
ίση μέ τήν τών ομολόγων των ΛίΝΐΓ, ΠΝΚ (22, 5).

Λοιπδν εις τά συμμετρικά πολύεδρα, αί έ'δραι είναι ίσαι ή κάθε 
μία μέ τήν κάθε μίαν, και τά επίπεδα δύο δποιωνδήποτε προσκει­
μένων έδρών τού ένδς τών στερεών, έχουν μταξύ των τήν αυτήν 
κλίσιν τήν οποίαν τά επίπεδα τών δύο δμολόγων<έδρών τού άλλου.

Σχόλιον. Δυνάμεθα νά σημειώσωμεν οτι αί στερεαι γω­
νίας τού ένδς πολύ έδρου είναι αί συμμετρικά! τών 
στερεών γωνιών τού άλλου*  διότι εάν ή στερεά γωνία Κ 
σχηματίζεται άπδ τά επίπεδα ΜΝΠ, ΠΝΚ, ΚΝΡ κ. τ. λ. ή ο­
μόλογος αυτή Κ σχηματίζεται άπδ τά επίπεδα Μ'ΝΠζ ΠΖΝ'Κ, 
ΚΝΡ, κ. τ. λ. Ταύτα φαίνονται διατεταγμένα κατά τήν αυτήν 
τάξιν ώς καί τά άλλα*  πλήν επειδή αί δύο στερεαι γωνίαι είναι 
εις θέσεν αντίστροφον ή μία ώς προς τήν άλλην, έπεται ότι ή πραγμα­
τική διάταξις τών επιπέδων τά δποΐα σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν 
Ν' είναι αντίστροφος τής διατάξεως ήτις υπάρχει εις τήν ομόλο­
γον γωνίαν Ν. Άλλως ή κλίσις τών προσεχών έπιπέδων είναι· 
ίση εις τήν μίαν καί τήν άλλην στερεάν γωνίαν*  λοιπόν αί στε­
ρεά! αύται γωνίαι είναι συμμετρικά! ή μία τής άλλης. Βλέπε τδ 
σχόλιον τής ΚΓ' προτάσεως, βιβλ. Ε'.

Ή σημείωσες αυτή δεικνύει ότι οποίο νδήποτεπολύεδρον 
έν μόνον συμμετρικόν δύναται νά έχη. Διότι εάν έπί 
άλλης βάσεως κατασκευασθή νέον πολύεδρον συμμετρικόν μέ τδ 
δεδομένον, αί στερεαι του γωνίαι πάντοτε θέλουν είναι συμμε­
τρικά! τών γωνιών τού δεδομένου*  λοιπόν Θέλουν, είναι ίσαι μέ τάς 
τού συμμετρικού πολυέδρου τού έπί τής πρώτης βάσεως κατα­
σκευασμένου. Άλλως αί ομόλογοι έδραι θέλουν είναι ίσαι*  λοιπόν 
τά δύο ταύτα συμμετρικά πολύεδρα έπι μιας ή άλλης βάσεως 
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κατασκευασμένα θέλουν έχει τάς έδρας καί τάς στερεάς γωνίας 
ίσας*  λοιπόν θέλουν έφαρμόσει διά της έπιθέσεως, καί σχηματίσει 
έν μόνον και τό αυτό πολύεδρον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ'.
Θεώρημα.

Δύο πρίσματα είναι ίσα όταν έχουν μίαν στερεάν γωνίαν πε- 
ριεχομένην μεταξύ τριών έπιπέδων τά οποία είναι ίσα τό κάθε έν 
μέ τό κάθε έν καί ομοίως κείμενα.

Έστω η βάσις ΑΒΓΔΕ ίση μέ τήν βάσιν αβγδε, τό παραλ­
ληλόγραμμον ΑΒΗΖ ίσον μέ τό παραλληλόγραμμον αβηζ, καί 
τό παραλληλόγραμμον ΒΓΘΗ ίσον μέ τό παραλληλόγραμμον βγθη*  
λέγω ότι τό πρίσμα ΑΒΓ1 θέλει είναι ίσον μέ τό πρίσμα αβγι. 
σχ. 200.

Διότι άς τεθή ή βάσις ΑΒΓΔΕ επί τής ίσης μέ αυτήν αβγδε, 
αί δύο αύται βάσεις θέλουν εφαρμόσει: άλλ’ αί τρεις επίπεδοι 
γωνίαι αί δποΐαι σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Β είναι ίσαι μέ 
τάς τρεις επιπέδους γωνίας αί δποΐαι σχηματίζουν τήν στερεάν 
γωνίαν β, ή κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν, τούτέστι, ΑΒΓ=αβγ, 
ΑΒΗ—αβη, καί ΗΒΓ—ηβγ· περιπλέον αί γωνίαι αύται ζείνται 
δμοίως· λοιπόν αί στερεά: γωνία: Β καί β είναι ίσα:, ζαί έπομένως 
ή πλευρά ΒΗ θέλε: πέσε: έπι τής ίσης μέ αυτήν βη. Βλέπομεν 
ωσαύτως ότι έξ αιτίας τών ίσων παραλληλογράμμων ΑΒΗΖ, αβηζ, 
ή πλευρά ΗΖ θέλει πέσε: επί τής ίσης μέ αυτήν ηζ, -ζαι δμοίως 
ή ΗΘ επί τής ηθ· λοιπόν ή άνω βάσις ΖΗΘΙΚ. θέλε: εφαρμόσει 
εντελώς μέ τήν ίσην μέ αυτήν ζηθιζ’, ζαι τά δυο στερεά θέλουν 
ταυτισθή· διότι θέλουν έχει τάς αύτάς ζορυφάς (πρό. 1).

Πόρισμα. Δύο δρθάπρίσματατάδποΤαέ'χουνβά- 
σεις ί'σας, ζα: ύψη ίσα, είναι ίσα.Διότι ούσης τής ΑΒ ίσης 
μέ τήν αβ, ζαί του ύψους ΒΗ ίσου μέ τδ βη, τό ορθογώνιον ΑΒΗΖ 
θέλει είναι ίσον μέ τδ ορθογώνιον αβηζ*  τό αυτό θέλει υπάρχει 
διά τά ορθογώνια ΒΗΘΓ, βηθγ. Ούτως τά τρία επίπεδα τά ο­
ποία σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Β είναι ίσα μέ τά τρία τά. 
όποια σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν β. Λοιπόν τά δύο ποίσ~. 
ματα είναι ίσα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.

Θεώρημα.
Εις κάθε παραλληλεπίπεδον τά απέναντι επίπεδα είναι ίσα καί 

παράλληλα.
Κατά τον ορισμόν τούτου τού στερεού, αί βάσεις ΑΒΓΔ,
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ΕΖΗΘ, είναι παραλληλόγραμμα ίσα, ζαί αί πλευραι των είναι 
παράλληλοι: μένει λοιπόν νά δείξωμεν ότι τό αυτό υπάρχει διά 
δύο απέναντι παραπλεύρους έδρας, ώς ΑΕΘΔ, ΒΖΗΓ. Τώρα ΑΔ 
είναι ίση ζαι παράλληλος τη ΒΓ*  διότι τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμον*  διά τον αυτόν λόγον ΑΕ είναι ίση ζαι πα­
ράλληλος τη ΒΖ: λοιπόν ή γωνία ΔΑΕ είναι ίση τη γωνίαΓΒΖ 
(13,5), ζαι τό έπίπεδον ΔΑΕ παράλληλον τού ΓΒΖ*  λοιπόν ω­
σαύτως τό παραλληλόγραμμον ΔΑΕΘ είναι ίσον μέ τό παραλ­
ληλόγραμμον ΓΒΖ1Ί. "Ομοίως θέλομεν δείξει ότι τά απέναντι 
παραλληλόγραμμα ΑΒΖΕ, ΔΓΗΘ, είναι ίσα ζαι παράλληλα, 
σχ; 206. *

Πόρισμα. Επειδή τό παραλληλεπίπεδον είναι στερεόν περιε- 
γομένον υπο εξ επίπεδων εζ των οποίων τα απέναντι είναι ισα 
ζαί παράλληλα, έπεται ότι μία δποιαδήποτε έδρα ζαί ή απέναντι 
αυτής ήμπορούν νά λήφθοΰν ώς βάσεις τού παραλληλεπιπέδου.

Σχόλιον. Δεδομένων·τριών ευθειών ΑΒ, ΑΕ, ΑΔ αίτινες διέρ­
χονται διά τής αυτής στιγμής Α, ζαί ζάμνουν μεταξύ των γω­
νίας δεδομένας, δυνατόν είναι επί τών τριών τούτων ευθειών νά 
ζατασζευασθή παοαλληλεπίπεδον*  προς τούτο πρέπει από τό ά- 
ζρον έζάστης ευθείας νά άχθη έπίπεδον παράλληλον τού έπιπέδου 
τών δύο άλλων*  τούτέστιν από τήν στιγμήν Β έπίπεδον παράλληλον 
τού ΔΑΕ, από τήν στιγμήν Δ έπίπεδον παράλληλον τού ΒΑΕ’ 
ζαί άπο τήν στιγμήν Ε έπίπεδον παράλληλον τού ΒΑΔ*  αί άμοι- 
βαΐαι συναπαντήσεις τούτων τών επιπέδων θέλουν σχηματίσει τό 
ζητούμενου παραλληλεπίπεδον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ε'.
Θεώρημα.

Είς ζάθε παραλληλεπίπεδον αί απέναντι στερεαι γωνίαι είναι 
συμμετριζαί ή μία τής άλλης*  ζαί αί ήγμέναι διαγώνιοι από τάς 
ζορυοάς τών γωνιών τούτων τέμνονται αμοιβαίος εις δύο ίσα 
Η-ερη.

’Ας συγζρίνομεν, παραδείγματος χάριν, τήν στερεάν γωνίαν Α 
μέ τήν απέναντι αυτής Η*  ή γωνία ΕΑΒ, ίση τη ΕΖΒ, είναι 
ομοίως ίση τη ΘΗΓ, ή γωνία ΔΑΕ=ΔΘΕ=ΓΗΖ, ζαί ή γω­
νία ΔΑΒ—ΔΓΒ=ΘΗΖ*  λοιπόν αί τρεις επίπεδοι γωνίαι αί δ- 
ποϊαι σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Α είναι ίσαι μέ τάς τρεΐς 
αί δποϊαι σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Η, ή ζάθε μία μέ 
τήν ζάθε μίαν*  άλλως εύζολου είναι νά ίδωμεν ότι ή διάταξίς των 
διαφέρει είς τήν μίαν ζαι τήν άλλην*  λοιπόυ 1.°*  αί δύο στερεαΐ 
■γωνίαι Α ζαί Η είναι συμμετριζαί ή μία τής άλλης (23, 5).
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Άς φαντασθώμεν τώρα δύο διαγώνιους ΕΓ, ΑΗ, ήγμένας άπο 
δύο απέναντι ζορυφάς.* επειδή ΑΕ είναι ίση ζαι παράλληλος τή 
ΓΗ, τδ σχήμα ΑΕΗΓ είναι παραλληλόγραμμόν*  λοιπδν αί δια­
γώνιοι ΕΓ, ΑΗ, τέμνονται άμοιβαίως είς δύο ίσα μέρη. Ομοίως 
Οέλομεν δείξει δτι ή διαγώνιος ΕΓ ζαι μία άλλη ΔΖ τέμνονται 
ωσαύτως είς δύο ίσα μέρη*  λοιπδν 2.0ν αί τέσσαρες διαγώνιοι 
τέμνονται άμοιβαίως είς ίσα μέρη, είς τήν αυτήν στιγμήν ήτις δυ- 
ναται νά θεωρηθή ώς τδ ζέντρον τού παραλληλεπιπέδου.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΤ'.

Θεώρημα.

Τδ έπίπεδον ΒΔΘΖ, τδ οποίον διέρχεται διά δύο άπέναντι 
παραλλήλων ζδψεων ΒΖ, ΔΘ, διαιρεί τδ παραλληλεπίπεδον ΑΗ 
είς δύο πρίσματα τριγώνιζα ΑΒΔΘΕΖ, ΗΘΖΒΓΔ, συμμετριζά 
τδ έν τού άλλου. σχ. 207.

Κατά πρώτον τά δύο ταύτα στερεά είναι πρίσματα*  διότι τά 
τρίγωνα ΑΒΑ, ΕΖΘ, έχοντα τάς πλευράς των ίσας ζαι παραλ­
λήλους, είναι ίσα, ζαι είς τδν αύτδν ζαιρδν αί παράπλευροι έοραι 
ΑΒΖΕ, ΑΔΘΕ, ΒΔΘΖ, είναι παραλληλόγραμμα*  λοιπδν τδ στε­
ρεόν ΑΒΔΘΕΖ είναι πρίσμα: τδ αύτδ υπάρχει < διά τδ στερεδν 
ΗΘΖΒΓΔ*  λέγω τώρα δτι τά δύο ταύτα π’ρίσματα είναι συμμε­
τριζά τδ έν τού άλλου.

Έπ9» τής βάσεως ΑΒΔ άς γένη τδ πρίσμα ΑΒΔΕΖΘΓ τδ 
οποίον νά ήναι τδ συμμετρικόν τού πρίσματος ΑΒΔΕΖΘ. Κατά 
τά άποδειχθέντα (προ. 2) τδ έπίπεδον ΑΒΖΤλ είναι ίσον μέ τδ 
έπίπεδον ΑΒΖΕ, ζαι τδ έπίπεδον ΑΔΘΊΕ7 ίσον μέ τδ επίπεδον 
ΑΔΘΕ*  άλλ’ ή σύγζρισις τού πρίσματος ΗΘΖΒΓΔ μέ τδ πρί­
σμα ΑΒΔΘΈ7/, δεικνύει δτι ή βάσις ΗΘΖ είναι ίση μέ τήν 
ΑΒΔ*  τδ παραλληλόγραμμόν ΗΘΔΓ, ίσον μέ τδ ΑΒΖΕ, ίσού- 
ται ωσαύτως μέ τδ ΑΒΖΈζ, ζαι τδ παραλληλόγραμμόν ΗΖΒΓ, 
ίσον μέ τδ ΑΔΘΕ, ίσούται ωσαύτως μέ τδ ΑΔΘίΕ'*  λοιπδν τά 
τρία έπίπεδα τά δποΐα σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Η εις 
τδ πρίσμα ΗΘΖΒΓΔ, είναι ίσα μέ τά τρία έπίπεδα τά δποΐα. 
σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Α είς τδ πρίσμα ΑΒΔΘΕΖ, 
τδ ζάθε έν μέ τδ ζάθε εν*  άλλως είναι ομοίως διατεταγμένα*  
λοιπδν τά πρίσματα ταύτα είναι ίσα (προ. 3), ζαι ήμπορούν ν<ά 
έπιτεθώσιν. Άλλα τδ πρίσμα ΑΒΔΘ'Ε'Ζ' είναι συμμετριζδν τού- 
πρίσματος ΑΒΔΘΕΖ*  λοιπδν ζαι τδ πρίσμα ΗΘΖΒΓΔ, είναε 
ωσαύτως τδ συμμετριζδν τού ΑΒΔΘΕΖ.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ζ'.

Λ η μ [Λ α.

.Εις κάθε πρίσμα ΑΒΓΙ, άί γινόμεναι τομαι ΝΟΠΚΡΣΤΦΧΨ 
ύπδ παραλλήλων επιπέδων, είναι πολύγωνα ίσα. σχ. 201.

Διότι αί πλευραι ΝΟ, ΣΤ, είναι παράλληλοι, ώς ζοιναί τομαι 
δύο παραλλήλων επιπέδων ύπδ τρίτου ΑΒΗΖ*  αί ίδεαι πλευραι 
ΝΟ, ΣΤ περιέχονται μεταξύ τών παραλλήλων ΝΣ, ΟΤ αίτινες 
είναι πλευραι τού πρίσματος*  λοιπδν ΝΟ είναι ίση τή ΣΤ. Διά 
τδν αύτδν λόγον αί πλευραι ΟΠ, ΠΚ, ΚΡ, ζ. τ. λ. τής τομής 
ΝΟΠΚΡ είναι άμοιβαίως ίσαι μέ τάς πλευράς ΤΦ, ΦΧ, ΧΨ 
ζ. τ. λ. τής τομής ΣΤΦΧΨ. Άλλως επειδή αί ίσαι πλευραι είναι 
ζαι παράλληλοι, επεται οτι αί γωνίαι ΝΟΠ, ΟΠΚ, ζ. τ. λ. 
τής πρώτης τομής, είναι άμοιβαίως ίσαι μέ τάς γωνίας ΣΤΦ, 
ΤΦΧ, ζ. τ. λ. τής δευτέρας. Λοιπδν αί δύο τομαι ΝΟΠΚΡ, 
ΣΤΦΧΨ, είναι πολύγωνα ίσα.
. Πόρισμα. Κάθε τομή γινομένη εις εν πρίσμα παραλλήλως 
τής βάσεως αυτού, είναι ίση μέ αυτήν τήν βάσιν.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ η;
Θεώρημα.

Τά δύο συμμετριζά τριγωνικά πρίσματα ΑΒΔΘΕΖ, ΒΓΔΖΗΘ, 
εις τά δπδΐα αποσυντίθεται τδ παραλληλεπίπεδον ΑΗ, είναι ισο­
δύναμα μεταξύ των. σχ. 208.

Άπδ τάς ζορυφάς Β ζαι Ζ άς άχθώσι τά έπίπεδα Βαδγ, 
Ζεθη ζάθετα επί τής πλευράς ΒΖ, τά δποϊα συναπαντούν άπδ 
τδ εν μέρος εις α, δ, γ, ζαι άπδ τδ άλλο εις ε, 0, η, τάς τρεις 
άλλας πλευράς ΕΑ, ΔΘ, ΓΗ τού ίδιου παραλληλεπιπέδου*  αί 
τομαι Βαδγ, Ζεθη είναι παραλληλόγραμμα ίσα. Αί τομαι αύται 
είναι ίσαι ώς τομαι ύπδ επιπέδων ζαθέτων εις τήν αυτήν ευθείαν 
και επομένως παραλλήλων (πρδ.7)*  είναι παραλληλόγραμμα, διότι 
δύο απέναντι πλευραι τής αυτής τομής αΒ, δγ, είναι αί ζοιναί τομαι 
δύο παραλλήλων επιπέδων ΑΒΖΕ, ΔΓΗΘ, ύπδ τού αυτού έπιπέδου.

Διά λόγον παρόμοιον, τδ σχήμα ΒαεΖ είναι παραλληλόγραμ­
μον, ζαθώς καί αί άλλαι παράπλευροι εδραι ΒΖηγ, γδθη, αδθε, 
τού στερεού ΒαδγΖεθη· λοιπδν τδ στερεδν τούτο είναι πρίσμα 
(δρ. 4)*  καί τδ πρίσμα τούτο είναι δρθδν, διότι ή πλευρά ΒΖ 
είναι κάθετος εις τδ έπίπεδον τής βάσεως.

Τούτου τεθέντος, έάν διά τού έπιπέδου ΒΖΘΔ μοιρασθή τδ 
δρθδν πρίσμα Βθ εις δύο τριγωνικά ορθά πρίσματα αΒδεΖθ, ΒδγΖθη*  
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λέγω δτι τό πλάγιον τριγωνικόν πρίσμα ΑΒΔΕΖΘ, θέλει ίσοδυ- 
ναμεΐ μέ το τριγωνικόν ορθόν αΒδεΖθ.

Τω δντι επειδή τά δύο ταΰτα πρίσματα έχουν κοινόν τό στε­
ρεόν ΑΒΔθεΖ, άρκεΐ νά δείξωμεν, δτι τά υπόλοιπα μέρη δηλαδή, 
τά στερεά ΒαΑΔδ, ΖεΕΘθ είναι ισοδύναμα μεταξύ των.

Τώρα έξ αιτίας τών παραλληλογράμμων ΑΒΖΕ, αΒΖε, αί 
πλευραί Α Ε, αε, ίσαι μέ τήν παράλληλόν των ΒΖ, είναι και με­
ταξύ των ίσαι*  οΰτω, .μετά τήν άφαίρεσιν του κοινού μέρους 
Αε, μένει Αα—Εε. Όμοίως δείξομεν δτι Δδ=Θθ.

11 δη, διά νά έκτελέσωμεν τήν έπίθεσιν τών δύο στερεών ΒαΑΔδ, 
ΖεΕΘθ, άς θέσωμεν τήν βάσιν Ζεθ έπι τής ίσης μέ αυτήν Βαδ’ 
τότε επειδή ή στιγμή ε πίπτει εις α, καί ή θ εις δ, αί πλευ- 
ραί εΕ, ΘΘ, θέλουν πέσει επί τών ίσων μέ αύτάς αΑ, Δδ, διότι, 
είναι κάθετοι εις τδ αυτό έπίπεδον Βαδ*  λοιπόν τά δύο στερεά 
περί τών οποίων δ λόγος κατά πάντα θέλουν εφαρμόσει τό έν μέ 
τό άλλο*  λοιπόν τό πλάγιον πρίσμα ΒΑΔΖΕΘ ίσοδυναμεΐ μέ τό 
ορθόν ΒαδΖεθ.

Μέ τον αυτόν τρόπον θέλομεν δείξει δτι τό πλάγιον πρίσμα 
ΒΔΓΖΘΗ ίσοδυναμεΐ μέ τό ορθόν ΒδγΖθη. ’Αλλά τά δύο ορθά, 
πρίσματα ΒαδΖεθ, ΒδγΖθη είναι ίσα μεταξύ των, διότι έχουν τό αυτό 
ύψος ΒΖ καί αί βάσεις των Βαδ, Βδγ είναι ήμίσεα τού αυτού 
παραλληλογράμμου (προ. 3. πόρ.). Λοιπόν τά δύο τριγωνικά 
πρίσματα ΒΑΔΖΕΘ, ΒΔΓΖΘΗ, ισοδύναμα μέ ίσα πρίσματα,, 
είναι και μεταξύ των ισοδύναμα.

Πόρισμα. Κάθε τριγωνικόν πρίσμα ΑΒΔΘΕΖ είναι τό ή- 
μισυ τού παραλληλεπιπέδου ΑΗ, επί τής αυτής στερεάς γω­
νίας Α, μέ τάς αύτάς κόψεις ΑΒ, ΑΔ, ΑΕ κατασκευαζομένου.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Θ'.
Θεώρημα.

Έάν δύο παραλληλεπίπεδα' ΑΗ, ΑΑ, έχουν μίαν κοινήν βά- 
σιν ΑΒΓΔ, καί αι άνω βάσεις των ΕΖΗΘ, ΙΚ'ΛΜ, περιέχωνταε 
εις τό αύτδ έπίπεδον καί μεταξύ τών αύτών παραλλήλων ΕΚ,. 
ΘΑ, τά δύο ταύτα παραλληλεπίπεδα θέλουν είναι ισοδύναμα με­
ταξύ των. σχ. 209.

Τρεις περιστάσεις δυνατόν νά ακολουθήσουν, καθώς ή ΕΙ είναι· 
μείζων, μικροτέρα ή ίση τή ΕΖ’ πλήν ή άπόδεεξις είναι ή αύτή 
δι δλας: καί κατά πρώτον λέγω δτι τό τριγωνικόν πρίσμα ΑΕΙΔΘΜ 
είναι ίσον μέ τό τριγωνικόν ΒΖΚ'ΓΗΛ.

Τώ δντι, έπειδή ΑΕ είναι παράλληλος τή ΒΖ καί ή ΘΕ τή;
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ΗΖ, ή γωνία ΑΕΙ=ΒΖΚ/, ΘΕΙ=±ΗΖ&; χαΐ ΘΕΑ=±χΗΖΒ.
πδ τάς έξ ταύτας γωνίας αί τρεις πρώται σχηματίζουν τήν στερεάν 
γωνίαν Ε, αί τρεις άλλαι σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Ζ*  
λοιπόν, επειδή αί επίπεδοι γωνίαι είναι ίσαι ή κάθε μία μέ τήν 
κάθε μίαν, και ομοίως διατεταγμέναι, επεται ότι αί στερεαί γω- 
νίαι Ε και Ζ είναι ίσαι. Ήδη, έάν τεθή τδ πρίσμα ΑΕΜ έπι 
του πρίσματος ΒΖΑ, κατά πρώτον ή βάσις ΑΕΙ έπι τής βάσεως 
ΒΖΚ, αί δύο αύται βάσεις ώς ίσαι θέλουν έφαρμόσει*  και επειδή 
ή στερεά γωνία Ε είναι ίση τή στερεά γωνία Ζ, ή πλευρά ΕΘ 
θέλει πέσει έπι τής ίσης μέ αυτήν ΖΗ: αλλά δέν είναι χρεία 
περισσότερον διά νά δείξωμεν ότι τά δύο πρίσματα θέλουν εφαρ­
μόσει καθ’ δλην των τήν έκτασιν*  διότι ή βάσις ΑΕΙ και ή κό- 
ψις ΕΘ προσδιορίζουν τδ πρίσμα ΑΕΜ, ώς ή βάσις ΒΖΚ/ καί 
ή κόψις ΖΗ προσδιορίζουν τδ πρίσμα ΒΖΑ (προ. 3)*  λοιπδν τά 
πρίσματα ταύτα είναι ίσα.

’Αλλ’ έάν άπδ τδ στερεόν ΑΑ άφαιρεθή τδ πρίσμα ΑΕΜ, 
μένει τδ παραλληλεπίπεδον ΑΙΑ*  και έάν άπδ τδ αύτδ στερεόν 
ΑΑ άφαιρεθή τδ πρίσμα ΒΖΑ, μένει τδ παραλληλεπίπεδον ΑΕΗ’ 
λοιπόν τά δύο παραλληλεπίπεδα ΑΙΑ, ΑΕΗ, είναι ισοδύναμα 
μεταξύ των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.
Θεουρημα.

Δύο παραλληλεπίπεδα τής αύτής βάσεως καί του ίδιου ύψους 
είναι ισοδύναμα μεταξύ των.

Έστω ΑΒΓΔ ή κοινή βάσις εις τά δύο παραλληλεπίπεδα ΑΗ, 
ΑΑ*  έπειδή έχουν τδ αύτδ ύψος, αί άνω βάσεις των ΕΖΗΘ, 
ΙΚΛΜ, θέλει εύρίσκονται είς τδ αύτδ έπίπεδον. Περιπλέον αί 
πλευραι ΕΖ και ΑΒ είναι ίσαι καί παράλληλοι, τδ αύτδ υπάρχει 
διά τάς ΙΙι και ΑΒ*  λοιπόν ΕΖ είναι ίση και παράλληλος τή 
ΙΚ/: διά τδν αύτδν λόγον ΗΖ είναι ίση και παράλληλος τή ΑΚ\ 
Ας προεκβληθώσιν αί πλευραι ΕΖ, ΗΘ, καθώς καί αί ΑΚ/, ΙΜ, 
έως ου καί αί πρώται καί αί δεύτεοαι μέ τάς συναπαντήσεις των 
νά σχηματίσουν τδ παραλληλόγραμμον ΝΟΠΚ’ φανερόν είναι οτι 
τδ παραλληλόγραμμον τούτο θέλει ίσούται μέ κάθε μίαν τών 
βάσεων ΕΖΗΘ, ΙΚ/ΑΜ. Τώρα έάν φαντασθώμεν τρίτον παραλ­
ληλεπίπεδον τδ όποιον μέ τήν αύτήν κάτω βάσιν ΑΒΓΔ, νά 
έχη άνω βάσιν ΑΟΠΚ, το τρίτον τούτο' παραλληλεπίπεδον 
ήθελεν ίσοδυναμεΐ μέ το παραλληλεπίπεδον ΑΗ (προ. 9), δίότί 
έν ω έχουν τήν αυτήν χάτω βάσίν, αί άνω βάσεις περιέχοντας 
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εις τδ αύτδ έπίπεδον καί μεταξύ τών αύτώ? παραλλήλων ΗΚ, 
ΖΝ. Διά τον αυτόν λδγον τδ τρίτον τούτο παραλληλεπίπεδον 
ήθελεν ισοδύναμε; μέ τδ παραλληλεπίπεδον ΛΑ*  λοιπδν τά δύο 
παραλληλεπίπεδα ΑΗ, ΑΑ, τά δποΐα έχουν τήν αυτήν βάσιν και 
τδ αύτδ ύψος είναι ισοδύναμα μεταξύ των. σγ. 210.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΆ.
Θεώρημα.

Κάθε παραλληλεπίπεδον δύναται νά τρεοθή εις ισοδύναμον ορ­
θογώνιον παραλληλεπίπεδον τδ δποΐον νά έχη τδ αύτδ ύψος και 
βάσιν ισοδύναμον.

Έστω ΑΗ τδ προτεθέν παραλληλεπίπεδον έκ τών στιγμών 
Α, Β, Γ, Δ, άς άχθώσιν αί ΑΙ, ΒΚ', ΓΑ, ΔΜ κάθετοι εις τδ 
έπίπεδον τής βάσεως. Ούτω θέλει σχηματισθή τδ παραλληλε­
πίπεδον ΑΑ ισοδύναμον μέ τδ παραλληλεπίπεδον ΑΗ, καί τού 
δποίου αί παράπλευροι έδραι ΑΚ', ΒΑ, ζ. τ. λ. θέλουν είναι ορ­
θογώνια. (σχ. 210). Έάν λοιπδν ή βάσις ΑΒΓΔ είναι ορθογου— 
νιον ΑΑ, θέλει είναι τδ ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον ισοδύναμον 
μέ τδ προτεθέν ΑΗ (σχ. 211). ’Αλλ’ έάν ΑΒΓΔ δέν ήναι ορ­
θογώνιον, άς άχθώσιν ΑΟ και ΒΝ κάθετοι έπί τής ΓΔ, ακο­
λούθως ΟΚ καί ΝΠ κάθετοι έπί τής βάσεως· θέλει προκύψει τδ 
στε ρεδν ΑΒΝΟίΚ'ΠΚ τδ δποΐον Θέλει είναι ορθογώνιον παραλ­
ληλεπίπεδον. Τώ δντι, έκ τής κατασκευής, ή βάσις ΑΒΝΟ καί 
ή απέναντι αύτής ΙΚ ΠΚ είναι ορθογώνια*  αί παράπλευροι έδραι 
είναι δμοίως, διότι αί κόψεις ΑΙ, ΟΚ ζ. τ. λ. είναι κάθετοι εις 
τδ έπίπεδον τής βάσεως· λοιπδν τδ στερεόν ΑΠ είναι ορθογώνιον 
παραλληλεπίπεδον. Άλλα τά δύο παραλληλεπίπεδα ΑΠ, ΑΑ 
ήμπορούν νά θεωρηθούν ώς έχοντα τήν αύτήν βάσιν ΑΒΚΤ καί 
τδ αύτδ ύψος ΑΟ: λοιπδν είναι ισοδύναμα*  λοιπδν τδ παραλ­
ληλεπίπεδον ΑΗ, τδ δποΐον κατά πρώτον έτρέφθη (σχ. 210 καί 
211) εις ισοδύναμον παραλληλεπίπεδον ΑΑ, ισοδύναμε; τώρα μέ 
ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον ΑΠ, ύψος τού δποίου είναι ΑΙ καί 
βάσις ΑΒΝΟ ισοδύναμος μέ τήν βάσιν ΑΒΓΔ.

II Ρ Ο Τ Α Σ I Σ ιβ;
Θεώρημα.

Δύο ορθογώνια παραλληλεπίπεδα ΑΗ, ΑΑ τής αύτής βάσεως 
ΑΒΓΔ, είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των ΑΕ, ΑΕ σχ. 212.

Ας ύποθέσωμεν κατά πρώτον δτι τά ύψη ΑΕ, ΑΙ είναι με­
ταξύ των ώς δύο ακέραιο; αριθμοί, παραδείγματος χάριν, ώς 
15 πρδς 8. Διαιρούμεν τδ ύψος ΑΕ εις 15 ίσα μέρη, έκ τών 



144

οποίων ΑΙ θέλει περιέχει 8, ζαι έζ τών στιγμών της διαιρέσεως 
χ, ψ, ω, ζ. τ. λ. άγομεν επίπεδα παράλληλα της βάσεως. Τά 
επίπεδα ταυτα θέλουν μοιράσει το στερεδν ΑΗ εις 15 μέριζα 
παραλληλεπίπεδα τά δποϊα δλα θέλουν είναι ίσα μεταξύ των, 
ώς έχοντα βάσεις ίσας ζαι υψη ίσα· βάσεις ίσας, διότι ζάθε τομή 
ώς ΜΙΚΜ γινομένη εις έν πρίσμα παραλλήλως τής βάσεώς του 
ΑΒΓΔ, είναι ίση μέ τήν αυτήν βάσιν (προ. 7)· ύψη ίσα, διότι 
ταυτα τά ύψη είναι αί ίδιαι διαιρέσεις Αχ, χψ, χω, ζ. τ. λ. Τώρα, 
άπδ ταυτα τά 15 ίσα παραλληλεπίπεδα, δζτώ περιέχονται εις 
ΑΑ*  λοιπδν τδ στερεδν ΑΗ είναι πρδς τδ στερεδν ΑΑ ώς 15 
πρδς 8, ή έν γένει ώς τδ ύψος ΑΕ πρδς τδ ύψος ΑΙ.

Δεύτερον, έάν δ λδγος τού ύψους ΑΕ πρδς ΑΙ δέν ήμπορή 
νά έζφρασθή δί αριθμών, λέγω δτι έπίσης θέλομεν έχει στερ. 
ΑΗ: στερ. ΑΑ::ΑΕ:ΑΙ. Διότι, έάν ή αναλογία αύτη δέν ύ- 
πάρχη, άς ύποθέσωμεν δτι στερ. ΑΗ: στερ. ΑΑ:: ΑΕ: ΑΟ. Άς 
διαιρεθή ΑΕ εις ίσα μέρη έκαστον τών οποίων νά ήναι μιζρδτε- 
ρον παρά ΟΙ*  τουλάχιστον θέλει υπάρχει έν σημεΐον διαιρέσεως 
μ μεταξύ Ο ζαι I. Έστω Π τδ παραλληλεπίπεδον- τδ δποίον 
έχει διά βάσιν ΑΒΓΔ ζαί ύψος Αμ*  έπειδή τά ύψη ΑΕ, Αμ είναι 
μεταξύ των ώς δύο ακέραιοι άριθμοί, θέλομεν έχει στερ. ΑΗ: 
Π:;ΑΕ:Αμ. Άλλ’ έξ ύποθέσεως, στερ. ΑΗ:στερ. ΑΑ:: ΑΕ: 
ΑΟ· έντεύθεν έ'πεται στερ. ΑΑ : ΓΓ.: ΑΟ: Αμ. Αλλά ΑΟ 
Αμ έπρεπε λοιπδν, διά νά ύπάρχη ή αναλογία, τδ στερεδν ΑΑ 
να ήναι^> Π. Άλλ’ έξ έναντίας είναι μιζρδτερον: αδύνατον λοι- 
πδν ο τέταρτος δρος τής αναλογίας στερ. ΑΗ: στερ. ΑΑ:: ΑΕ : χ 
να ήναι γραμμή μείξων τής ΑΙ. Δί δμοίου συλλογισμού ήθέλα- 
μεν δείξει δτι δ τέταρτος δρος δέν ήμπορεΐ νά ήναι γραμμή έ- 
λάσσων τής ΑΙ*  λοιπδν είναι ίση μέ ΑΓ λοιπδν τά ορθογώνια 
παραλληλεπίπεδα τής αυτής βάσεως εΐναι μεταξύ των ώς τά 
ύψη των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΓ'.

Θεώρημα.
Δύο ορθογώνια παραλληλεπίπεδα ΑΗ, ΑΚ/, τά δποϊα έχουν 

τδ αύτδ ύψος ΑΕ, είναι μεταξύ των ώς αί βάσεις των ΑΒΓΔ, 
ΑΜΝΟ. σχ. 213.

Αφ ου τεθώσι τά δύο στερεά έν πλησίον τού άλλου, ώς τδ 
σχήμα τά παριστάνει, άς προεζβληθή τδ έπίπεδον ΟΝΚΆ, έως 
ου νά συναπαντήση τδ έπίπεδον ΔΓΗΘ ζατά τήν ΠΚ*  θέλει 
προζύψει τρίτον παραλληλεπίπεδον ΑΚ, τδ οποίον ήμπορεΐ νά 
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συγκριθή μέ έκαστον των παραλληλεπίπεδων ΑΗ, ΑΚ'. Τά, δύο 
στερεά ΑΗ, ΑΚ, έχοντα τήν αυτήν βάσιν ΑΕΘΔ, είναι μεταξύ των 
ώς τά ύψη των· ΑΒ, ΑΟ, παρομοίως τά δύο στερεά ΑΚ, ΑΚ, 
έχοντα ,τήν αυτήν βάσιν ΑΟΑΕ, είναι μεταξύ των ώς τά ύψη 
των ΑΔ, ΑΜ. Ούτω θέλομεν έχει τάς δύο αναλογίας, 

στερ; ΑΗ: στερ. ΑΚ:: ΑΒ: ΑΟ, 
στερ. ΑΚ : στερ. ΑΚ'::ΑΔ:ΑΜ,

}ϊολυπλασιάζοντες τάς δύο ταύτας αναλογίας κατά τάξχν, 
και έξαλείφοντες, εις τδ εξαγόμενόν, τδν κοινόν πολλαπλασιαστήν 
στερ., ΑΚ, θέλομεν έχει,

στ§ρ. ΑΗ: στερ. ΑΚ':: ΑΒ X ΑΔ: ΑΟ X ΑΜ.
• Αλλά ΑΒχΑΔ παριστάνει τήν βάσιν ΑΒΓΑ, και ΑΟΧΑΜ 

τήν βάσιν ΑΜΝΟ*  λοιπδν δυο’δρθογώνιά παραλληλεπίπεδα τού αυτοί*  
ύψους είναι μεταξύ των ώς αί βάσεις των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ'.

Θεώρημα.
Δύο δποιαδήποτε ορθογώνια παραλληλεπίπεδα είναι μεταξύ των 

ώς τά γινόμενα τών βάσεων των επί τών υψών των, ή ώς τά 
γινόμενα τών τριών διαστάσεων*  των.

Διότι άφ’ ού τεθώσι τά δύο στερεά ΑΗ, ΑΩ, εις τρόπον ώστε 
αί έπισάνειαί των νά έχουν κοινήν τήν γωνίαν ΒΑΕ, άς προεκ-· 
βληθώσι τά αναγκαία επίπεδα διά τδν σχηματισμόν τού τρίτου 
παραλληλεπιπέδου ΑΚ' τού αυτού ύψους μέ τδ παραλληλεπίπεδον 
ΑΗ. Κατά., τήν προλαδοΰσαν πρότασιν, θέλομεν έχει, 

στερ. ΑΗ : στερ. ΑΚ':: ΑΒΓΔ: ΑΜΝΟ.
’Αλλά τά δύο παραλληλεπίπεδα ΑΚ', ΑΩ, τά δποΐα έχουν τήν 

αυτήν βάσιν ΑΜΝΟ, είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των ΑΕ, ΑΧ*  
σύτφς έχομεν,

στερ. ΑΚ': στερ. ΑΩ:: ΑΕ: ΑΧ.
Πολυπλασιάζοντες] κατά- τάξιν 'τάς δύο ταύτας αναλογίας, 

καί έξαλείφοντες, ειςΓτδ έξαγόμενον, τον κόρον πολυπλασιαστήν 
στερ. ΑΚ', θέλομεν έχει,

στερ. ΑΗ : στερ. ΑΩ:: ΑΒΓΔ X Α.Ε: ΑΜΝΌ X ΑΧ.
Αντί τών βάσεων ΑΒΓΔ καί ΑΜΝΟ, δυνάμεθα νά θέσωμεν 

ΑΒχΑΔ καί ΑΟΧΑΜ, καί ούτως έχομεν,
στερ. ΑΗ: στερ; ΑΩ:: ΑΒχ ΑΔΧ ΑΕ: ΑΟΧ ΑΜΧ ΑΧ.

Λοιπόν δύο δποιαδήποτε ορθογώνια παραλληλεπίπεδα είναι 
μεταξύ των, κ. τ. λ. σχ. 213.

. Σχόλιον. Έκ τούτου -έπεται ότι δυνάμεθα νά λάόωμεν δια
10 
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μέτρον ένδς ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου τδ γινόμενον της βά~ 
σεώς του έπι του ύψους του, η -τό γινόμενον τών τριών του. 
διαστάσεων. Και έπϊ ταύτης της αρχής θέλομεν εκτιμήσει όλα 
τά άλλα στερεά.

Πρδς ζατάληψιν τούτου του μέτρου πρέπει νά ένθυμηθώμεν 
ότι διά γινόμενον δύο ή περισσοτέρων γραμμών, έννοούμεν τδ 
γινόμενον τών αριθμών οίτινες παριστάνουν ταύτας τάς γραμμάς, 
ζαι οί αριθμοί ουτοι έξαρτώνται άπδ τήν γραμμικήν μονάδα, τήν 
οποίαν ήμπορουμεν νά λάβωμεν κατ’ άρέσζειαν: τούτου τεθέντος, 
τδ γινόμενον τών τριών διαστάσεων ένδς παραλληλεπιπέδου. είναι 
αριθμός οστις καθ’ έαυτδν δεν σημαίνει τίποτε, καί οστις ήθελεν 
είναι διαφορετικός έάν έλαμβάνετο μία άλλη γραμμική μονάς. 
Α’λλ’ έάν ομοίως πολυπλασιάσωμεν ’τάς τρεΐς διαστάσεις άλλου 
παραλληλεπιπέδου, έκτιμώντες αύτάς μέ τήν αυτήν γραμμικήν 
μονάδα, τά δύο γινόμενα θέλουν είναι*  μεταξύ των ώς τά στε­
ρεά, καί Θέλουν δώσει τήν ιδέαν του σχετικού μεγέθους των.

Τδ μέγεθος ένδς στερεού, ο όγκος του ή ή έζτασίς του συνα­
στούν τήν στερεότητά του, καί τήν λέξιν ταύτην μάλιστα 
μεταχειριζόμεθα διά νά σημειόνωμεν τδ μέτρον ένδς στερεού*:  
ούτω. λέγομεν οτι ή στερεότης ένδς παραλληλεπιπέδου ορθογω­
νίου είναι ίση μέ το γινόμενον τής ■ βάσεως του έπι τού ύψους 
του ή μέ τδ γινόμενον τών τριών του διαστάσεων.

Επειδή αί τρεΐς διαστάσεις τού κύβου είναι ισαι μεταξύ των, 
έάν ή πλευρά ήναι 1, ή στερεότης Θέλει είναι 1 X1 X 1 ή 1 * 
έάν ή πλευρά ήναι 2, ή στερεότης θέλει είναι 2X2X2, ή 8*  
έάν δέ 3, ή στερεότης θέλει είναι 3X3X3, ή 27, ζαι ούτως 
εφεξής*  οθεν έάν αί πλευραί τών κύβων είναι ώς οι αριθμοί 1, 
2, 3, ζ. τ. λ., οί κύβοι ή αί στερεότητές των είναι ώς οί αριθμοί 
1,8, 27, ζ. τ. λ. Έζ τούτου προήλθε νά δνομάζηται είς »τήν 
αριθμητικήν κύβος ένδς αριθμού τδ προκύπτον γινόμενον άπδ τρεΐς 
ίσους πράγοντας μέ αύτδν τδν άρεθμόν.

Έάν έπροτείνετο νά ζατασκευασθή κύβος διπλάσιος δεδομένου, 
έπρεπεν ή πλευρά τού ζητούμενου νά ήναι πρδς τήν πλευράν 
τού δεδομένου ώς ή; κυβική ρίζα τού 2 πρδς τήν μονάδα. Τώρα 
εύκόλως εύρίσζεται, διά γεωμετρικής κατασκευής, ή τετραγωνι­
κή ρίζα τού 2*  πλήν δέν είναι δυνατόν ώσαύτως νά ευρεθή ή 
κυβική του, τούλάχιστον. διά τών απλών έργασιών τής στοιχειώ­
δους γεωμετρίας, αί δποΐαι συνίστανται είς τήν χρήσιν ευθειών 
γραμμών τών οποίων είναι γνωστά δύο σημεία, καί κύκλων τών 
οποίων τά κέντρα καί αί ακτίνες είναι προσδιορισμένα.
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Αιά τήν δυσκολίαν ταύτην το πρόβλημα τού δ ιπλασιασμού 
τού κύβου έστάθη περίρημον τοΐς άρχαίοις γεωμέτραις, ώς 
το τής τρίτομης τής γωνίας, το δποΐον είναι σχεδόν τής 
αυτής κατηγορίας. Άλλα πρδ πολλού είναι γνωστά: αί λύσεις 
τών οποίων τά τοιαύτα προβλήματα είναι δεκτικά, αί δποΐαι 
έάν και δεν ρέρουσι τήν απλότητα τών κατασκευών τής στοι­
χειώδους γεωμετρίας, δεν είναι δμως δλιγώτερον ακριβείς·

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΤΕ'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Ή στερεδτης ένδς παραλληλεπιπέδου, καί έν γένει ή στερεδτης 
•δποιουδήποτε πρίσματος, είναι ίση μέ τδ γινδμενον τής βάσεως 
του επί του ύψους του.

Διότι 1.0ν δποιονδήποτε παραλληλεπίπεδον ίσοδυναμεΐ μέ ορ­
θογώνιον παραλληλεπίπεδον του αυτού ύψους καί ισοδυνάμου βάσεως 
(πρδ. 11)*  άλλ’ ή στερεδτης τούτου ίσούται μέ τδ γινδμενον τής 
βάσεώς του επί τού ύψους του*,  λοιπδν καί ή στερεδτης εκείνου 
ίσούται παρομοίως μέ τδ γινδμενον τής βάσεώς του επί τού 
ύψους του. 1 .

2·ον *Κάθε  τριγωνικδν πρίσμα είναι τδ ήμισυ τού κατασκευα- 
ζομένου παραλληλεπιπέδου είς τρδπον ώστε νά έχη τδ αύτδ ύψος 
καί βάσιν ■ διπλάσιάν (πρδ. 8). Άλλ’ ή στερεδτης τούτου είναι 
ίση μέ τδ γινδμενον τής βάσεώς του επί τού ύψους του*  λοιπδν 
ή τού τριγωνικού πρίσματος είναι ίση μέ τδ γινδμενον τής βά*  
σεώς του, ήμισείας τής τού παραλληλεπιπέδου, επί τού ύψους του.

3.0ν ^Οποιονδήποτε πρίσμα ήμπορεΐ νά μοιρασθή είς τδσα 
τριγωνικά πρίσματα τού αυτού ύψους δσα τρίγωνα είναι δυνατδν 
νά σχηματισθούν είς τδ .πολύγωνον τδ δποΐον χρησιμεύει είς αύτς 
ώς βάσις. Άλλ’ή στερεδτης έκάστου τριγωνικού πρίσματος είναι ίση μέ 
τήν βάσιν του πολυπλασιασθεΐσαν επί τού ύψους του*  επειδή δέ τδ 

ύψος είναι τδ αύτδ δι’δλα, επεται δτι τδ άθροισμα δλων τών μερικών 
πρισμάτων θέλει ίσούται μέτδ άθροισμα δλων τών τριγώνων τά δποΐα 
χρησιμεύουν είς αυτά ώς βάσεις, πολυπλασιασθέν επί τού κοινού ύ­
ψους· καί επειδή τδ άθροισμα δλων τών μερικών πρισμάτων συγκροτεί 
τδ δλον πρίσμα*  άρα ή στερεδτης οποιοσδήποτε πολυγωνικού πρίσμα­
τος ίσούται μέ τδ γινδμενον τής βάσεώς του επί τού ύψους του.

Πόρισμα. Εάν παραβληθώσι δύο πρίσματα τού αυτού ύψους, 
τα γινδμενα τών βάσεων επί τών υψών θέλουν είναι ώς αί βά­
σεις· λοιπδν δύο πρίσματα τού αυτού ύψους είναι με- 
ταξύτων ώς αί βάσεις των διά λδγον παρδαοιον, δάο

Ι(Γ 
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πρίσματα1 τής αυτής β ά σ ε ω ς ε ί ν α: μ ε τ α ξ υ των ώ ς 
τ ά ύ ώ η τ ω ν.

II Ρ Ο Τ Λ Σ I Σ Ις-'.
Λήμμα.

’Εάν μία πυραμίς ΣΑΒΓΔΕ τμηθή ύπδ επιπέδου αβδ παραλλή- , 
λου της βάσεως της. σχ. 214.

1.®» αί πλευρά: ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, . . . ’. χαί τδ ύψος ΣΟ, θέλουν 
διαιρεθή άναλόγως εις α, β, γ, . . . . καί ο.

2.0ν ή τομή αβγδε θέλει είναι πολύγωνον δμοιον μέ τήν 
βάσιν ΑΒΓΔΕ,

Διότι Ί.°’·' έπειδή' τά επίπεδα ΑΒΓ, αβγ, είναι παράλληλα, 
αί κοινά: τομαί των ΑΒ, αβ, ύπδ του τρίτου επιπέδου ΣΑΒ, 
είνα: παράλληλοι (10, 5)· λοιπδν τά τρίγωνα ΣΑΒ Σαβ είναι 
ομοια, καί δίδουν τήν αναλογίαν ΣΑ: Σα:: ΣΒ: Σβ- ωσαύτως ΣΒ : 
Σβ::ΣΓ:Σγ· καί ούτως εφεξής. Λοιπδν δλαι αί πλευραί ΣΑ, 
ΣΒ, ΣΓ, κ. τ. λ. τέμνονται άναλόγως εις α, β, γ, κ. τ. λ. Τδ 
ύψος ΣΟ’τέμνεται κατά τήν αυτήν αναλογίαν εις τήν στιγμήν ο. 
διότι ΒΟ ζαΐ βο είναι παράλληλοί, και ούτως ΣΟ: Σο :: ΣΒ: Σβ.

2.°” Επειδή αβ είναι παράλληλος τή ΑΒ, ή*  βγ τή'ΒΓ, ή , 
γδ τή ΓΔ, κ. τ. λ., ή γωνία αβγ=ΑΒΓ,. ή γωνία βγδ=ΒΓΔ, 
καί ούτως εφεξής. Περιπλέον, εξ αιτίας τών όμοιων· τρίγωνων 
ΣΑΒ, Σα£, έ'χομεν ΑΒ: αβ:: ΣΒ:Σβ· καί έξ αιτίας τών ό­
μοιων τρίγωνων ΣΒΓ, Σβγ, ΣΒ: Σβ: :: ΒΓ: βγ· λοιπδν ΑΒ: αβ:: 
ΒΓ: βγ. Ωσαύτως ΒΓ : βγ: : ΓΔ : γδ, καί ούτως εφεξής. Λοιπδν 
τά πολύγωνα ΑΒΓΔΕ, αβγδε, έχουν τάς γωνίας ίσας ΐήν κάθε 
μίαν μέ τήν κάθε μίαν, καί τάς ομολόγους πλευράς ανάλογους· 
λοιπδν είναι όμοια.·

Πόρισμα. Έστωσαν ΣΑΒΓΔΕ, ΣΧΨΩ, δύο πυραμίδες τών. 
οποίων ή κορυφή είν α: κοινή, καί. τδ ύψος τδ αύτδ, ή τών ο­
ποίων αί βάσεις ’κε'νται· εις τδ αύτδ επίπεδον εάν αί πυραμίδες 
αύται τμηθώσιν ύπδ τού αύτού επιπέδου παραλλήλου τού επιπέ­
δου τών βάσεων, καί προκύψωσιν αί τομαί αβγδε, χψω’ λέγοο 
οτι αί τομαί αβγδε, χψω, θέλουν είναι μεταξύ των ώς 
αί βάσεις ΑΒΓΔΕ*  ΧΨΩ. '

Διότι επειδή τά πολύγωνα ΑΒΓΔΕ, αβγδε, είναι όμοια, αί 
έπιοάνειαί των είναι ώς τά τετράγωνα τών δμολόγων πλευρών

ΑΒ, αβ· άλλά ΑΒ:αβ: :ΣΑ:Σα· λοιπον ΑΒΓΒΕ:αβγδε:: ΣΑ: . 
—2 —2 —2
Σα. Διά τον αύτον λόγον ΧΨΩ ι.χψω:: ΣΧ: Σχ. ’Αλλ’ επειδή
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αβγχψω είναι έ'ν μόνον επίπεδον, έπεται ’ οτι ΑΧ ζαι αχ είναι 
παράλληλοι ώς τομαι παραλλήλων επιπέδων υπό του ΣΑΧ*  λοι­
πόν τά δύο*  τρίγωνα ΣΑΧ, Σαν είναι όμοια ζαι δίδουν ΣΑ:

—2 — 2
Σα:: ΣΧ: Σχ· έπομένως ΧΨΏ : χψω :: ΣΑ : Σα· ζαι επειδή ωσαύ­
τως ΑΒΓΔΕ: αβγδε :: ΣΑ : Σα* 4 άρα ΑΒΓΔΕ: αβγδε:: ΧΨΩ: 
χψω*  λοιπόν-αί τομαι αβγδε, χψω, -είναι μεταξύ των ώς αί βάσεις 
ΑΒΓΔΕ, ΧΨΩ. Έάν λοιπόν αί βάσεις ΑΒί?ΔΕ, ΧΨΩ ήναι ισο­
δύναμοι, αί γινόμΧναι τομαι εις ίσον ύψος είναι παρομοίωςάσοουναμοι.

ΙΪΡΟ Τ ΑΣΙΣ ΙΖ\ : ’ 
Θεώρημα/ .

■Δύο τριγωνιζαΐ πυραμίδες, βάσεις έχουοαι ισοδυνάμους ζαι ύψη· 
ίσα, είναι .ισοδύναμοι.

Έστωσαν ΣΑΒΓ, σαβγ αί δύο πυραμίδες τών οποίων αί βά­
σεις ΑΒΓ, αβγ, τάς όποιας ύποθέτομεν εις τό αυτό επίπεδον, 
είναι ισοδύναμοι ζαι έχουν τό αυτό ύψος ΤΑ’ εάν αί πυραμίδες 
αΰται δεν ήναι ισοδύναμοι, έστω σαβγ ή μιζροτέρα\ ζαι ΑΧ το 
ύψος ένός πρίσματος, τό όποιον ζατασζευασθέν έπ» τής βάσεως 
ΑΒΓ, ήΟελεν είναι ίσον μέ την διαψοράν των (1). σχ. 215.

Άς διαιρεθή τό ζοινόν ύψος ΑΤ εις μέρη ίσα μικρότερα τού . 
Αγ, ζαι έστω ζ εν τούτων τών μερών έζ τών στιγμών τής 

• διαιρέσεως τού ύψους, άς δίέλθωσιν επίπεδα παράλληλα τού επι­
πέδου τών βάσεων αί γινόμεναι τομαι από ζαΟέν, τούτων τών 
επιπέδων, θέλουν είναι ισοδύναμοι (προ. 16. πορψ,'ώς, παραδείγ­
ματος χάριν, ΔΕΖ ζαι δεζ, ΗΘΙ ζαι ηθι ζ. τ. λ. .Τούτου τε- 
θέντος, επί τών τριγώνων ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΙ, ζ. τ. λ. λαμβανομένων 
ώς βάσεων, άς ζατασζευασθώσιν εξωτερικά πρίσματα τά όποϊα „ 
νά έχουν διά κόψεις τά μέρη ΑΔ, ΔΗ, ΗΚέ, ζ. τ. λ. τής πλευράς, 
ΣΑ' ώσαύτως επί τών τριγώνων δεζ, ηθι, κλμ, ζ. τ. λ. ώς βάσεων 
λαμβανομένίον, άς ζατασζευασθώσιν εις την δευτέραν πυραμίδα πρίσ­
ματα έσωτερζά τά όποϊα νά έχουν διά κόψεις τά άντιστοιχούντα μέρη 
τής πλευράς Σα*  όλα ταύτα τά μερικό: πρίσματα θέλουν έζ/ει διά ζοι-

(1) Τούτο πάντοτε η/Λπο^ύ/ζεν ·νά ύποθέσω/ζίν διότι άς πα^ίστάνη α. τόν 
αριθμόν ^ών ρορών οπού εις προοδιωρισρ.ένος όγκος περιίγεται εις τκ,ν πρώτον 
πυραμίδα: β'. τόν άριθμ.όν των νοοών όπου ό αυτός ό'γχος περιεχεται εις τήυ 
δειϊτεραν την εξ ύποθίσεως μικροτέραν. α—β παριστάνει τήυ διαφοράν των 
όγκων των πυραμίδων· τον αριθμόν τούτον δυνάμεθα νά ΐάεωρήϊωμευ ό)ς γινό­
μενον όύο παοαγόντοίν του αριθμού οστις παριστάνει την βάσιν ζαΐ ενός άλλου 
δστις προσδιορίζεται· τώρα εάν δώσωμεν εις πρίσμα διά βάσιν την βάσιν τών 
πυραμίδων, καί διά ύψος τον δεύτερον παράγοντα, ό όγκος τούτου τού πρίσμα­
τος 5ί1ει ΐσοΰτα'. μ'ε τό γινόμενον Γούτων τών δυο αριθμών η με την διανί'- 
ράν τών όγκων τών πυραμίδων, Ο. Μ.
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Τδ άθροισμα τώ/έκτίς της πυραμίδος ΣΑΒΓ πρισμάτων, είναϊ 

μεΐζον ταύτης της πυραμίδας· τδ άθροισμα τών έντδς της πυραμίδας 
σαβγ πρισμάτων, είναι μιζρδτερον ταύτης της πυραμίδας*  λοιπδν 
διά τούς, δυο- τούτους λδγους ή διαφορά μεταξύ των δυο ♦αθροισμά­
των τών πρισμάτων πρέπει νά ήναι μεγαλητέρα της μεταξύ τών 
δυο πυραμίδων..

Τώρα έάν άναχωρήσωμεν άπδ τάς βάσεις ΑΒΓ/αβγ άπαν- 
τώμεν τδ δεύτερον έξώτεραδν πρίσμα ΔΕΖΗ ισοδύναμον ~μέ τά 

- πρώτον έσωτεριζδν δεζα, διότι αί βάσεις των ΔΕΖ, δεζ,~ είναι ι­
σοδύναμοι και έχουν τδ αυτδ ύύος ζ*  διά τδν αύτδν λδγον είναι ισο- 

■ δύναμα τδ τρίτον· έξωτεριζδν πρίσμα ΗΘΙΚέ ζαι τδ δεύτερον εσω- 
τεριζδν. ηθιδ, τδ τέταρτον έξωτεριζδν και τδ τρίτον εσωτερικόν^ 
και ούτως εφεξής μέχρι τού τελευταίου τών πρώτων, ζαίτού-τελε- 
ταίαυ τών δευτέρων. Λοιπδν δλα τά έζτδς τής πυραμιοος ΣΑΒΓ 
πρίσματα, έξαιρουμένου τού πρώτου ΑΒΓΔ, έχουν τά ισοδύναμα 
των εις τά έντδς τής πυραμίδας σαβγ πρίσματα. Λοιπδν τδ πρί­
σμα ΑΒΓΔ είναι ή ^διαφορά μεταξύ τού αθροίσματος τών έζτδς. 
τής πυραμίδας ΣΑΒΓ πρισμάτων καί τού αθροίσματος τών έντδς 
τής πυρμίδσς σαβγ*  άλλ’ ή διαφορά τών δύο τούτων αθροισμάτων 
είναι μεγαλητέρα τής διαφοράς τών δύο πυραμίδων*  έπρεπε λοιπδν

• τδ πρίσμα ΑΒΓΔ νά ήναι μεγαλήτερον τού πρίσματος. ΑΒΓΧ*  άλλ 
έξ έναντίας είναι μιζρδτεραν*  διότι τά δύο ταύτά πρίσματα ώς έχοντα , 
τήν αυτήν βάσίν. είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των ζ ζαι Αχ*  αλλά ζ 
είναι έλασσον τού ΑΧ· άρα τδ πρίσμα ΑΒΓΔ είναι έλασσον τού πρί­
σματος ΑΒΓΧ*  λοιπδν ή ύπδθεσις άπδ τήν οποίαν άνεχωρήσαμεν 
είναι άδύνατον νά ύπάρξη*  λοιπδν αί δύο πυραμίδες ΣΑΒΓ, σαβγ τών 
οποίων αί βάσεις είναι ισοδύναμοι καί τά ύψη ίσα, δεν διαφέρουσιν απ 
άλλήλων*  άρα ίσοδυναμούσε. . . *

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΙί. -Γ ;

Θ ε ώ ρ η μ α.
Κάθε τριγωνική πυραμίς είναι τδ τριτημόριον τού τριγωνικού 

πρίσματος τής αυτής βάσεως καί τού ίδιου ύψους.
Έστω ΣΑΒΓ τριγωνική πυραμίς, ΑΒΓΔΕΣ τριγωνικόν πρί­

σμα τής αυτής βάσεως καί, τού ίδιου ύψους*  λέγω οτι ή*  πυρα­
μίς είναι τδ τριτημόριον τού πρίσματος.

Άοαιρεθείσής άπδ τδ πρίσμα τής πυραμίδος ΣΑΒΓ, μένει τδ 
στερεδν ΣΑΓΔΕ τδ δποΐον ήμπορεΐ νά θεωρηθή ώς τετραγωνική: 
πυραμίς τής οποίας ή κορυφή είναι Σ καί ή βάσις. τδ, παραλλη­
λόγραμμόν ΑΓΔΕ*  άς έπιζευχθή ή διαγώνιος ΓΕ, και άς άχθη, 
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τό έπίπεδον Σ1Έ τό όποιον μοιράζει τήν τετραγωνικήν πυραμίδα 
εις δύο τριγωνικά; ΣΑΓΕ, ΣΔΓΕ. Αί δύο αύται πυραμίδες έχουν 
κοινόν ύώος τήν κατεβαζομένην κάθετον από τήν κορυφήν Σ έπι 
του επιπέδου ΑΓΔΕ*  έχουν βάςει; ίσας^ «διότι τά τρίγωνα ΑΓΕ, 
ΔΤΕ, εΐναι τά δύο ήμίσεα τού αυτού παραλληλογράμμου*  λοιπόν 
αί δύο πιραμίδε; ΣΑΓΕ, ΣΔΓΕ,· είναι ισοδύναμοι μετξύ των*  άλλ 
ή πυραμίς ΣΔΓΕ και ή πυραμίς ΣΑΒΓ έχουν βάσεις ίσας ΑΒΓ, 
ΔΕΣ*  έχουν ομοίως τό · αυτό ύψος, διότι τό ύψος τούτο είναι ή 
άποστασις τών παραλλήλων επιπέδων ΑΒΓ, ΔΕΣ*  λοιπόν αί δύο 
πυραμίδες ΣΑΒΓ, ■ ΣΔΓΕ είναι ισοδύναμοι*  άλλ’ άπεδείχθη οτι 
ή. πυραμίς ΣΔΓΕ ισοδύναμοι μέ τήν πυραμίδα ΣΑΓΕ*  λοιπόν αί 
τρεΐς πυραμίδες ΣΑΒΓ, ΣΔΓΕ, .ΣΑΓΕ" αί δποΐαι συγκροτούν τό 
πρίσμα ΑΒΔ είναι ισοδύναμοι μεταξύ των. Αοιπόν ή πυραμίς ΣΑΒΓ 
είναι τό τριτημόριον τού πρίσματος ΑΒΔ τό όποιον έχε< τήν αυ­
τήν βάσιν ζ?αί τό αυτό ύψος.

Π ό ο ι σ μ α. Ή στερεότης μιας τριγωνικής πυραμίδος ίσούται μέ τό 
τριτημόριον τού γινομένου 'τής βάσεως της έπι τού ύψους της.

πρότασης ίο;
Θ ε ώ ρ η μ α.·

Κάθε πυραμίς ΣΑΒΓΔΕ' έχει μέτρον τό τριτημόριον τού γι­
νομένου τής βάσεως της ΑΒΓΔΕ έπί τού ύψους της ΑΟ. σχ. 214.

Διότι έάν διά τών διαγώνιων ΕΒ, ΕΓ διέλθωσι'τά έπίπεδα 
ΣΕΒ, ΣΕΓ, ή πολυγωνική πυραμίς ΣΑΒΓΔΕ, θέλει μοιρασθή 
εις τριγωνικά; πυραμίδα; αί δποιαι δλαι θέλουν έχει τό αυτό 
ύψος ΣΟ. ’Αλλά, κατά·τό πόρισμα τού προλαδόντος Θεωρήμα­
τος, έκάστη τούτων μετρεΐται από τό γινόμενον κάθε μια; τών 
βάσεων ΑΒΕ, ΒΓΕ, ΓΔΕ, έπί τού τριτημορίου τού ύψους της 
ΣΟ*  λοιπόν τό άθροισμα τών τριγωνικών πυραμίδων,· ή ή πολυ­
γωνική πυραμίς ΣΑΒΓΔΕ θέλει έγει διά μέτρον τό άθροισμα 
τών τριγώνων ΑΒΕ„ ΒΓΕ, ΓΔΕ ή τό πολύγωνον ΑΒΓΔΕ πολύ- 
πλασιασθέν έπί - ΣΟ*  λοιπόν κάθε πυραμίς έχει διά μέτρον τό 
τριτημόριον τού γινομένου τής βάσεως της έπί τού ύψους της.

Πόρισμα Α\ Κάθε πυραμίς είναι τό τριτημόριον τού πρίσ­
ματος τής αυτής βάσεως καί τού ίδιου ύψους.

Πόρισμα Β\ Δυο πυραμίδες τού αυτού ύψους είναι μετα­
ξύ των ώς αί βάσεις των, καί δύο πυραμίδες τής αυτής βάσεως 
είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των. *

Σ χό λ ι ο ν, ’Πμπορούμεν νά έκτιμήσωμεν τήν στερεότητα, κάθε 
πολυέδρου σώματος, άναλύοντές το εις πυραμίδας. Ή δέ άνά- 
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λυσις αύτη ήμπορεΐνά γένη κατά πολλούς τρόπους. ϊ) άπλούστε- 
ρος τούτων είναι τά νά διέλθωσι τά επίπεδα της διαφέσεως άπο 
τήν κορυφήν|{τής αυτής στερεάς γωνίας, ή, το δποΐον είναι το 
άυτό, νά ένωθή ή κορυφή μιας καί τήξ αυτής στερεάς γωνίας μέ τάς 
κορυφάς τών σελλών στερεών γωνιών του πολυέδρου*  ουτω θέλουν 
προκόψει τόσαι μέριζα^ πυραμίδες, οσας έδρας έχει το πολύε­
δρον, έξαιρουμένων τών σχημάτιζουσών τήν ' στερεάν γωνίαν, άπο

< Γ / ? “ν > . 5 / 'Χ «ν. <Χ /την οποίαν αναχωρούσε τα επιπεοα της οιαιρεσεως.
. ΠΡΟΤΑΣΙΣ Κλ

- Θεώρημα.
Δύο συμμετρικά πολύεδρα είναι ' ισοδύναμα μεταξύ*  των, ήτε 

ίσα κατά πήν στερεότητα.
Διότι ϊ.ον δύο τρεγωνεκαε συμμετριζαί πυραμίδες, ώς ΣΑΒΓ, 

ΤΑΒΓ έχουν κοινόν μέτρον το γινόμενον' τής βάσεως ΑΒΓ επί 
τό τριτημόριον του ύψους ΣΟ ή’ΤΟ*  λοιπόν αί. πυραμίδες αυται 
είναι ισοδύναμοι μεταξύ τ<ον. σχ. 202.

2.0ν Έάν καθ’ όποιονδήπότε τρόπον μοερασθή έν τών συμμε­
τρικών πολυέδρων είς τριγωνικάς πυραμίδας, το άλλο πολύεδρον 
ήμποδεΐ ωσαύτως νά μοερασθή εες συμμετρεκάς τριγωνικάς πυ­
ραμίδας. Άλλ’ αε συμμετρεκαε.τρεγωνεκαε πυραμίδες εεναε ισοδύ­
ναμοί ή κάθε μία μέ τήν κάθε.μίαν*  Λοιπόν και τά ολα πολύεδρα 
θέλουν εϊναι ισοδύναμα μεταξύ των, είτε ίσα κατά τήν στερεότητα.

Σ χ ό λ ι ο ν.'Η προτασις αύτη ■ φαίνεται ώς προκύπτουσα αμέ­
σως από τήν Β' πρότασιν,· όπου δεικνύεται, ότι εις δύο συμμε- 
τοικά πολύεδοα όλα τά συστατικά μέρη του ένός είναι ίσα μέ 
τά συστατικά μέρη του άλλου. ’Αλλά δεν ήτον δλεγώτερον ανα­
γκαίου νά άποδειχθή ,μέ τρόπον άκριβέστερον.

ΠΡΟ Τ Α Σ IΣ ΚΑ'.♦
Θ ε ώ ρ η μ α.

Έάν μία πυραμις τμηθή υπό επιπέδου παραλλήλου τής βά- 
σεώς της, δ εναπομένουν κορμός, άφαιρεθείση’ς τής μικράς πυ­
ραμίδας, είναι ίσος μέ τδ άθροισμα τριών πυραμίδων τών οποίων 
κοινόν μέν ύψος είναι, τό ύψος τού κορμού, βάσεις δέ, ί) κάτω · 
βάσις τού κορμού, ή άνω βάσις τού ε’οίου, καί μία μέση ανά­
λογος μεταξύ τών δύο τούτων βάσεων*

Έστω ΣΑΒΓΔΕ μία πυραμις, ή οποία άς ύποθέσωμεν οτι 
τέμνεται υπό τού επιπέδου αβδ παραλλήλου τής βάσεως*  έστω 
Ί'ΖΟΟ-μία τριγωνική πυραμις τής οποίας ή■ βάσις και τό ύ­
ψος έστωσαν ίσα ή ισοδύναμα μέ τά τής πυραμίδος ΣΑΒΓΔΕ-
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Η’μποροΰμεν νά ύποδέσωμεν τάς δύο βάσεις χειμε'νας έπι τού 
αύΐοο επιπέδου- χαί τότε τδ έπίπεδον αβδ προεκβαλλόμενο·/ θέλει 
ποοσδιορίσε' είς τήν τριγωνικήν πυραμίδα τήν τομήν, ζηθ ,,άπε- 
χουσαν έζίσου άπδ τδ κοινόν έπίπεδον τών βασεω^: οθεν επεται 
ότι ή τομή ζηθ είναι πρδς τήν τομήν αβδ, ώς ή βάσις^ΖΗΘ 
πρδς τήν βάσιν ΑΒΑ. (πρό.; 16)· χαί έπειδή αί βάσεις ^εΐναι'ι­
σοδύναμοι, έπεται ότι και αί τομαι είναι παρομοίως ισοδύναμοι, 
Αί πυραμίδες λοιπόν Σαβγδε, Τζηθ είναι ισοδύναμοι, ως έχου- 
σαι τδ αύτδ ύψος καί βάσεις ισοδυνάμους. Αι ολαι πυραμίδες 
ΣΑΒΓΔΕ, ΤΖΗΘ, είναι ισοδύναμοι διά τάν αυτόν λόγον λοιπδν 
καί οί κορμοί ΑΒΓδαβ, ΖΗΘθζή, είναι ισοδύναμοι·, καί επομένως 
άρκεΐ νά άποδείςωμεν, τήν έκρωνηΟεΐσαν προτασιν ο,ία τον κορμον 
τριγωνικής πυραμίδας. σχ. 217. , ,

' Έστω ΖΗΘθζη κορμός τριγωνικής πυραμίδος μέ παραλλή­
λους βάσεις: διά τών τριών σημείων Ζ,η, Θ, άς άχθη τδ επί­
πεδον ΖηΘ, τδ οποίον άφαιρεΐ άπδ τδν’ζορμδν την τριγωνικήν 
πυραμίδα ηΖΗΘ. Ή πυραμις αυτή έχει διά βάσιν, τήν κάτω βασιν- 
ΖΗΘ τού κορμού, διά ύψος τδ ύψος τού κορμού, διότι ή κορυφή*  
η · εύρίσκεται είς τδ έπίπεδον τής άνω βάσεως ζηθ. σχ. 216.

’Αφ’ ού άφαφεθή ή πυραμις αύτη, μένει ή τετραγωνική πυ- 
ραμις ηζδΘΖ, τής οποίας κορυφή είναι τδ η και βασις το ζΘΘΖ^

• Διά τών τριών σημείων ζ, η, Θ άς αχθή τδ έπιπεοον ζηθ, το 
δποΐον μοιράζει τήν τετραγωνικήν πυραμίδα εις δυο τριγωνικας 
ηΖζΘ, ηζΟΘ. II τελευταία αυτή έχει διά βάσιν τήν άνω βασιν 
ηζθ τού κορμού, και διά ύψος τδ ύψος; του ίδιου, επειοη,η κο­
ρυφή της Θ ανήκει είς τήν κάτω, βάσιν: ούτως εχομεν ουο των 
τριών πυραμίδων αίτινες πρέπει νά συγκροτήσουν τον κορμον.

Μένει νά θεωρήσώμεν τήν τρίτην ηΖζΘ: τώρα, έαν άξωμεν 
ηΚ/ παράλληλον τή ζΖ, ζαι φαντασθώμεν νέαν πυραμίδα ζ^ρΚ^ 
τής οποίας ή κορυφή είναι Κά ζαί ή βάσις ΖζΘ,, αι δυο αυται 
πυραμίδες θέλουν έχει τήν αυτήν βάσιν ΖζΘ. θέλουν εχει ωσαυ- 

φ τως τδ ίδιον ύψος, διότι αί κορυφαί η καί Ιν εύρίσκονται επι 
μιας γραμμής ηΚ/ παραλλήλου τή Ζζ, καί έπόμένως παραλλή­
λου του επιπέδου τής βάσεως, καί τά σημεία ευθείας παραλλήλου 
ένδς επιπέδου ισάκις άπέχουσιν άπ αυτό*  λοιπον αί δυο αύται. 
πυραμίδες είναι ισοδύναμοι. ’Αλλ’ ή πυραμις ζΖΚΘ ήμπορει να: 
θεωρηθή ώς *έγουσα  τήν κορυφήν της είς ζ, καί ούτως Θελει ε- 
χει τδ ύψος τού κορμού. 'Θσον δέ διά τήν βασιν ΖΚ Θ, λέγω 
οτι αύτη είναι μέση ανάλογος μεταξύ τών βάσε<ον ΖΗΘ, ζηθ.

Τώ ϊντι τά τρίγωνα ΖΘΙί', ζηθ, έχουν μίαν γωνίαν ίσην Ζ—ζ7 
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και μίαν πλευράν ϊσην ΖΚζ=ζη*  έχομεν λοιπόν (24, 3) ΖΘΚ'*  
ζηθ::ΖΘ:ζθ*  έχομεν ωσαύτως ΖΘΗ: ΖΘΚ': * ΖΗ: ΖΚ' ή ζη- 
Α’λλά τά όμοια τρίγωνα ΖΗΘ, ζηθ, δίδουν ΖΗ: ζη:: ΖΘ : ζΘ’ 
λοιπόν ΖΗΘ :ΖΘΚ':: ΖΘΚ': ζηθ*  καί ούτως ή β#σις ΖΘΚ' εϊναι 
μέση ανάλογος μεταξύ τών δύο βάσεων ΖΗΘ, ζηθ. Λοιπόν ο 
κορμός τριγωνικής πυραμίδος, δ έχων παραλλήλους βάσεις, ρσο- 
δυναμεϊ μέ τρεϊς πυραμίδας, τών οποίων κοινόν μέ'Λ ύψος είναι,- 
τό ύψος του κορμού, βάσεις δέ, ή κάτω βάσις του κορμού, ή 
άνω βάσις του ίδιου, και μία μέση ανάλογος μεταξύ των δυο> 
τούτων βάσεων.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΒ'.
φ Θεώρημα. ■

Έάν τριγωνικόν πρίσμα, τού οποίου ΑΒΓ είναι ή βάσις, τμη- 
θή υπό επιπέδου ΔΕΣ κλίνοντος (1) προς ταύτην τήν βάσιν,. 
το*  έκ ταύτης τής τομής προκύπτον στερεόν ΑΒΓΔΕΣ, Θέλει 
ίσούται μέ τό άθροισμα τριών πυραμίδων, τών οποίων κορυφαί 
μέν είναι τό Δ, Ε, Σ, βάσις δέ κοινή τό τρίγωνον ΑΒΓ. σχ. 216.

* Διά τών τριών σημείων Σ, Α, Γ, άς διέλθή τό έπίπεδον ΣΑΓ, 
τό όποιον άφαιρεΤ από τό κολοβόν πρίσμα (Ρτίδΐιΐθ ίΓΟίΐφΐθ) 
ΑΒΓΔΕΣ τήν τριγωνικήν πυραμίδα ΣΑΒΓ: ή πυραμίς αυτή, 
έχει βάσιν τό ΑΒΓ και κορυφήν τήν στιγμήν Σ.

ΆφαφεΘείσης ταύτης τής πυραμίδος, μένει ή τετραγωνική πυρά- 
μις ΣΑΓΔΕ, τής οποίας Σ εϊναι ή κορυφή και ΑΓΔΕ ή βάσις. 
Διά τών τριών κορυφών Σ, Ε, Γ άς άχθη προσέτι τό έπίπεδον 
ΣΕΓ, τό όποιον διαιρεί τήν τετραγωνικήν πυραμίδα είς δύο τρι- 
γαηνικάς ΣΑΤΕ, ΣΓΔΕ.

Η πυραμίς ΣΑΕΓ, ήτις έχεί βάσιν τό τρίγωνον ΑΕΓ καί 
κορυφήν τήν στιγμήν Σ, είναι ισοδύναμος μέ μίαν πυραμίδα ΕΑΒΓ, 
ήτες «ήθελεν έχει βάσιν τό ΑΕΓ καί κορυφήν τήν στιγμήν Β. 
Διότι αί δύο αυται πυραμίδες έχουν τήν ’αύτήν βάσιν*  έχουν ω­
σαύτως τό ίδιον ύψος, έπειδή ή γραμμή ΒΣ, ούσα παράλληλος 
έκάστης τών γραμμών ΑΕ, ΓΔ, είναι παράλληλος καί τού έπι- 
πέδου των ΑΓΕ*  λοιπόν ή πυραμίς ΣΑΕΓ ίσοδυναμεϊ μέ τήν 
πυραμίδα ΕΑΒΓ, ή όποια ήμπορεϊ νά ΘεωρηΘή ώς έχουσα βά- 
σιν τό ΑΒΓ καί κορυφήν τήν στιγμήν Ε.

" Ή τρίτη πυραμίς ΣΓΔΕ ήμπορεϊ νά τραπή καταπρώτον είς

(1) Τό τέρνον^ επίπεδον υποτίθεται οτι κλίνει πρδς τήν βάσιν· οιότι έάν οέ·5 
εκλινεν, ή'^ουν, έάν. ητο παράλληλον, τδ προκύπτον στερεόν ήθελεν είναι επίσης 
πρίσμα- και τού σώρατος τούτου ήξεύρορεν νά έχτιρήσωρεν τήν στερεότητα, 
Ο. Μ.
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ΑΣΓΔ*  διότι αί δύο αυται πυραμίδες έχουν τήν αυτήν βάσιν ΣΓΔ*  
έχουν ωσαύτως το ίδιον ύψος, διότι ΑΕ είνα: παράλληλος του επί­
πεδου ΣΓΔ*  λοιπδν ή πυραμις ΣΓΔΕ ισοδυναμεϊ μέ τήν ΑΣΓΔ*  α­
κολούθως ή πυραμις ΑΣΓΔ ήμπορεΐ νά τραπή εις ΑΒΓΔ, διότι α: 
δύο αύται πυραμίδάς έχουν κοινήν τήν βάσιν ΑΓΔ*  έχουν ωσαύτως 
τδ ίδιον ύψος, δίδτί αί κορυφαί των Σ καί Β ζεΐνται έπί μιας ευθείας 
παραλλήλου του έπιπέδου τής βάσεως. Αοιπδν ή πυραμις ΣΓΔΕ, 
ισοδύναμος μέ τήν ΑΣΓΔ, εΐναι ωσαύτως ισοδύναμος μέτήν ΑΒΓΔ*  
άλλ’ αυτή ήμπορεϊνά θεωρηθή ώς έχουσα βάσιν τδ ΑΒΓ, και κορυ­
φήν τήν στιγμήν Δ.

Αοιπδν τέλος τδ’ζολοβδν πρίσμα ΑΒΓΔΕΣ ίσουται μέ τδ άθροι- · 
σμα τών πυραμίδων αίτινες έχουν κοινήν βάσιν τδ ΑΒΓ, αί δέζορυ- 
φαί των είναι διαδοχιζώς Δ, Ε, Σ. ■

Πόρισμα. Έάν αί κόψεις ΑΕ, ΒΣ, ΓΔ, ήναι κάθετοι εις τδ 
έπίπεδον τής βάσεως, θέλουν είναι ένταύτώ τά ύψη- τών τριών πυρα­
μίδων αί δποΐαι συγκροτούν *τδ  ζολοβδν πρίσμα*  εις τρόπον ώστε η 
στερεδτης του κολοβού πρίσματος, θέλει εκφράζεται διά ~ ΑΒΓΧ 
ΪΕΗ-4 ΑΒΓΧΒΣ4-1ΑΒΓΧΓΔ, ποσότης ήτις άγεται εί«4 

ΑΒΓΧ (ΑΕ+ΒΣΗ-ΓΔ).

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΓ.

• Θεώρημα. ,
Δύο δμ,οίαι τριγώνιζα1! πυραμίδες, έχουν τάς μέν ομολόγους 

εορας- ομοιας, τας όε ομολογους στερεας γωνίας ισας.
Κατά τδν δρισμδν αί δύο τριγωνιζαι πυραμίδες ΣΑΒΓ, ΤΔΕ’Ζ, 

είναι δμοιαι, έάν τά δύο τρίγωνα ΣΑΒ, ΑΒΓ, ήναι όμοια μέ τά δύο 
ΤΔΕ, ΔΕΖ, καί ομοίως κείμενα, τουτέστιν έάν. ή γωνία ΑΒΣ= 
ΔΕΤ; ή ΒΑΣ=ΕΔΤ, ή ΑΒΓ=ΔΕΖ,ΛΒΑΓ=ΕΔΖ, καί προσέτι 
ή ζλίσις τών έπιπέδων ΣΑΒ, ΑΒΓ, ήν^ ίση μέ τήν τών έπιπέδων 
ΤΔΕ, ΔΕΖ. Τούτου τεθέντος, λέγω δτι αί πυραμίδες αΰται έ­
χουν δλας τάς# έδρας δμοίας τήν κάθε μίαν μέ τήν ζάθε μιαν,, 
ζαι τάς ομολόγους στερεάς γωνίας ίσας. σγ. 203.

’Ας ληφθώσι ΒΗ=ΕΔ, ΒΘ=ΕΖ, ΒΙ=ΈΓ, καί άς, έπιζευχ- . 
θώσιν αί ΗΘ, ΗΙ, ΙΘ. Ή πυραμις ΤΔΕΖ είναι ίση· μέ τήν πυρα­
μίδα ΙΗΒΘ· διότι, έπειδή αι πλευραι Η.Β, Βθ, έλήρΟησαν ίσαι 
μέ τάς πλευράς ΔΕ, ΕΖ, καί ή γωνία ΗΒΘ είναι, έξ υποθέσεως, 
ίση μέ τήν ΔΕΖ τδ τρίγωνον ΙΙΒΘ είναι ίσον μέ τδ ΔΕΖ*  λοι- 
πδν, διά νά έκτελέσωμεν τήν έπίθεσιν τών δύο πυραμίδων, ήμ- 
πορουμεν κατά πρώτον νά θέσωμεν τήν -βάσιν ΔΕΖ επί τής 
ίσης μέ αυτήν ΗΒΘ*  ακολούθως, επειδή τδ έπίπεδον ΔΤΕ κλίνει
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έπί του ΔΕΖ οσον τδ έπίπεδον ΣΑΒ έπι του ΑΒΓ, φανερδν ,είναε' 
οτι τδ έπίπεδον ΔΕΤ ,θέλει πέσει άπροσδιορίστως έπί του έπι- 
πέδου ΑΒΣ. ’Αλλ’, έξ ύποθέσεως, ή γορία ΔΕΤ==ΗΒΙ, λοιπδν 
ΕΤ θέλει πέσει έπι της ίσης μέ αυτήν ΒΓ ζαί επειδή τά τέσσα- 
ρα σημεία Δ, Ε, Ζ, Τ, έφαρμοζουσι μέ τέσσαρα Η, Β, Θ, I, δύο 
δέ πολύεδρα έχοντα τδν αύτδν άριθμδν κορυφών ζαί τάς αύτάς 
ζορυφάς έφαρμοζουσιν*  επεται δτι ζαι ή πυραμις ΤΔΕΖ έφαρ- ' 
μοζει μέ τήν πυραμίδα ΙΗΒΘ. * *

Τώρα, έξ «αιτίας τών ίσων τριγώνων ΔΕΖ, ΗΒΘ, έχομεν τήν 
γωνίαν ΒΗΘ = ΕΔΖ=ΒΑΓ? λοιπδν ΗΘ -είναι παράλληλος τή

♦ ΑΓ. Διά λογον παρδμοιονΉΙ είναι παράλληλος τή ΑΣ*·  λοιπδν 
τδ έπίπεδον ΙΗβ’είναι παράλληλον τού ΣΑΓ (13, 5). Έκ τούτου 
επεται δτι τδ τρίγωνον ΙΗΘ, ή τδ ίσον του ΤΔΖ, είναι δμοιον 
μέ τδ ΣΑΓ (προ. 15), ζαί τδ τρίγωνον ΙΒΘ, ή τδ ίσο*;  του ΊΈΖ, 
είναι δμοιον μέ τδ ΣΒΓ' λοιπδν αί δύο δμοιαι τριγωνιζαί πυρα­
μίδες ΣΑΒΓ, ΤΔΕΖ, έχουν ' τάς *υέσσαρας  έδρας δμοίας τήν 
κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν. Περιπλέον έχουν ζαι τάς δμολο-. 
γομς στερεάς γωνίας ίσας. '

Διότι ή στερεά γωνία Ε έτέθη ήδη έπί τής δμολδγου της Β, 
ζαί τδ αύτδ ήμπορούσε νά γένη διά δύο άλλας δμολδγους στερεάς 
γωνίας*  πλήν βλέπομεν αμέσως, δτι δύο δμδλογοι στερεαί γωνίαι 
είναι ίσαι, π. χ. αί γωνίαι Τ ζαί Σ, διότι είναι. σχηματισμένα: 
άπδ τρεΐς έπιπέδους γωνίας εσάς-τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε 
μίαν καί ομοίως ζειμένας.

Λοιπδν, δύο δμοιαι τριγωνιζαί πυραμίδες .έχουν τάς δμολδ­
γους έδρας δμοίας ζαί τάς δμολδγους στερεάς γωνίας ίσας.

Πόρισμα Α.*Τά  δμοια τρίγωνα εις τάς δύο πυραμίδας 
δίδουν τάς αναλογίας ΑΒ : ΔΕ,: : ΒΓ : ΕΖ :: ΑΓ: ΔΖ :: ΑΣ*:  ΔΤ:: 
ΣΒ: ΪΕ :: ΣΓ : ΤΖ*  ' '
ζ.άς πυ ρα μ ίδ α ς, 
λ ο γ ο ι.

Β\ επειδή δέ αί 
δτι ή ζλίσ ι ς δύο 
πυραμίδος είναι ίση μ έ τήν κ λ ι σ ι ν 
μολδγων έδρών τής δμοίας πυραμίδος.

Γ'. ’Εάν τμηθή ή τριγωνική πυραμις ΣΑΒΓ ύπδ επιπέδου · 
ΗΙΘ παραλλήλου μιας τών εδρών ΣΑΓ, ή μεοιζή πυραμις 
ΒΗΙΘ θέλει είναι .όμοια μέ τήν ολην πυραμίδα ΒΑΣΓ : διότι τά 
τρίγωνα ΒΗΙ, ΒΗΘ είναι δμοια μέ τά τρίγωνα ΒΑΣ, ΒΑΓ, 
τδ κάθε έν μέ τδ κάθε έν, και ομοίως κείμενα· ή ζλίσις τών 

λ Λπ δ ν ε I ς τ ά ς δ μ ο ί ας τ ρ ι γ ω ν ί­
α ί δ μ ό λ ο γ ο ι π λ ε υ ρ α ί είναι ά ν ά-

δμδλογοι στερεαί' γωνία: είναι ίσαι, επεται 
δ π ο ί ω ν δ ή π ο τ ε εδρών της μιας 

> τ ώ ν δ ύ ο δ-
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έπιπέδων των είναι ή αύτή.καί είς τά δύο μέρη*  λοιπδν αί δύο 
πυραμίδες είναι δμοιαι.

Δζ. Έν γένει, έάν τ μ η 0 η δ π ο ι α 3 η π ο τ ε π υ ρ α μ ι ς 
Σ ΑΒΓ ΔΕ υ π δ επιπέδου αβγδε παραλλήλου τής βά­
σεως, ή μερική πυρά μις Σαβγδε Θέλει είναι δμοια 1 
μέ τήν ολη,ν . ΣΑΒΓΔΕ. Διότι αί βάσεις ΑΒΓΔΕ, αβγδε, 
είναι δμοιαι, καί, έπιζευχθεισών τών ΑΓ, αγ, ή τριγωνική πυ- 
ρυμίς ΣΑΒΓ Θέλει είναι .δμοια μέ τήν πυραμίδα Σ'αβγ(πόρ. Γ'.)’ 
λοιπδν ή στιγμή Σ προσδιορίζεται ώς πρδς τήν βάσιν ΑΒΓ ώς ή 
στιγμή Σ ώς πρδς τήν βάσιν αβγ (δρ. 18)*  λοιπδν αί δύο πυραμίδες 
ΣΑΒΓΔΕ, Σαβγδε, είναι δμοιαι σγ. 214.

Σχόλιο ν. ’Αντί τών' πέντε δεδομένων τά δποΐα απαιτούν­
ται" άπδ τδν δρισμδν, διά νά ήναι δύο τριγώνιζα! πυραμίδες δ- 
μοιαι, δυνατόν νά άντιζατασταθώσι πέντε άλλα, ζατά διάφορους 
συνδυασμούς, ζαι ούτως ήθελον προζύύη τόσα Θεωρήματα, μετα­
ξύ τών οποίων ήμπορεΐ νά διαζριθή τδ-ακόλουθον: Δύο τρι­
γώνιζα! πυραμίδες είναι δμοιαι, δταν έχουν τάς 
δμολδγουςπλευράς ά ν άλογους.

Δίδτι, έάν έχομεν τάς άναλογίας ΑΒ : ΔΕ : : ΒΓ : ΕΖ : ΑΓ : 
ΔΖ ::ΑΣ:ΔΤ:: ΣΒ : ΊΈ : : ΣΓ : ΤΖ, αί δποΐαι περιέχουσι πέντε 
συνθήζας, τά τρίγωνα ΑΣΒ, ΑΒΓ Θέλουν είναι δμοια μέ τά 
τρίγωνα ΔΕΤ, ΔΕΖ ζαι ομοίως κείμενα. Ωσαύτως .τδ τρίγωνον 
ΣΒΓ Θέλει είναι δμοιον μέ τδ ΤΕΖ*  λοιπδν αί τρεις, έπίπεδοι 
γωνίαι, αί δποΐαι σχηματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Β, Θέλουν 
είναι ίσαι μέ*  τάς επιπέδους γωνίας αί δποΐαι σχηματίζουν τήν 
στερεάν γωνίαν Ε, ή κάθε μία μέ τήν κάθε * μίαν έκ του οποίου, 
επεται, δτι ή ζλίσις τών έπιπέδων ΣΑΒ, ΑΒΓ είναι ίση μέ τήν 
τών ομολόγων των ΤΔΕ, ΔΕΖ, ζαι ^ουτως αί δύο πυραμίδες 
είναι δμοιαι σχ. ’ 203.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΔ'.

Θεώρημα.
Δύο δμοια πολύεδρα έχουν τάς δμολδγους έδρας δμοίας, ζαι 

τάς δμολδγους στερεάς γωνίας ίσας.*
Έστω ΑΒΓΔΕ ή βάσις τού ένδς πολυέδρου*  έστωσαν Μ ζαι 

Ν αί ζορυφα! δύο στερεών γωνιών, έκτος ταύτης τής βάσεως, 
προσδιοριζδμεναι άπδ τάς τριγωνιζάς πυραμίδας ΜΑΒΓ, ΝΑΒΓ, 
τών οποίων ή κοινή βάσις είναι ΑΒΓ*  έστωσαν είς τδ άλλο 
πολύεδρον, αβγδε ή δμδλογος βάσις ή δμοια μέ τήν ΑΒΓΔΕ, μ 
ζα! ν αί ομόλογοι ζορυφα! τών Μ ζα! Ν, προσδιοριζδμεναι άπδ 
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τάς πυραμίδας μαβγ, ναθγ, όμοιας μέ τάς πυραμίδας ΜΑΒ1\ 
ΝΑΒΓ' λέγω κατά πρώτον δτε τά διαστήματα ΜΝ, μν, είναι 
ανάλογα μέ τάς ομολόγους πλευράς ΑΒ, αβ. σχ. 219.

Τωόντι, έπειδή αί πυραμίδες ΜΑΒΓ, μαβγ, είναι ομοιαι, ή 
κλίσις τών επίπεδων ΜΑΓ, ΜΑΓ, είναι ίση μέ τήν τών επιπέ­
δων μαγ, βαγ’ παρομοίως επειδή αί πυραμίδες ΝΑΒΓ, ναβγ, 
είναι όμοιαι, ή κλίσις τών επιπέδων ΝΑΓ, ΒΑΡ, είναι ίση μέ 
τήν τών επιπέδων ναγ, βαγ: λοιπόν, έάν αί πρώται κλίσεις ά- 
φαιρεθώσιν άπδ τάς δευτέρας, μένει ή κλίσις τών έπιπέδω/ ΝΑΓ, 
ΜΑΓ ίση μέ τήν τών επιπέδων ναγ, μαγ. Αλλά, έξ αίτιας τής 
δμοιότητος τών αυτών πυοαμίδων, τδ τρίγωνον ΜΑΓ είναι ομοιον 
μέ τδ μαγ, και τδ τρίγωνον ΝΑΓ είναι ομοιον μέ τό ναγ : λοιπόν 
αίδυο τριγώνικαί πυραμίδες ΜΝΑΓ, μναγ,'έχουν· δύο..έδρας όμοιας 
τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν, ομοίως κειμένας και ισάκις κλινούσας 
μεταξύ των· λοιπόν αί πυραμίδες αύται είναι όμοιαι (προ. 21), 
και αί ομόλογοι πλευραί των δίδουν -τήν αναλογίαν ΜΝ: μν : : 
ΑΜ .* αμ. Άλλως ΑΜ: αμ : : ΑΒ : αβ’ λοιπόν ΜΝ : μν ? : ΑΒ : αβ.

’ΊΕστωσαν 11 και π δύο άλλαι ομόλογοι ζορυφαι τών αυτών 
πολυέδρων, καί ομοίως θέλομεν έχει ΓΙΝ: πν :: ΑΒ: αβ, Γ1Μ : 
πμ : : ΑΒ : αβ. Λοιπόν ΜΝ: μν : : ΠΝ: πν:: ΠΜ : πμ. Λοιπόν 
τδ τρίγωνον ΠΝΜ τδ όποιον ένόνει τρεΐς δποια,σ- 
δήποτε κορυφάς του ένδς πολυέδρου είναι ομοιον 
μέ τδ τρίγωνον πνμ τδ δποΐον ένόνει τάς τρεις ο­
μολόγους κορυφάς του άλλου πολυέδρου.

Ίίστωσαν προσέτι Κ και ζ δύο όμόλδγοι ζορυφαι, καί τδ 
•τρίγωνον ΙΙΚΝ θέλει είναι ομοιον μέ τδ πκν’ λέγω περιπλέον 
οτι ή κλίσις τών έπιπέδων ΠΚΝ, 11ΜΝ, είναι ίση μέ τήν τών 
επιπέδων πζν,· πμν.

Διότι έάν ένώσωμεν ΚΜ καί κμ, πάντοτε θέλομεν έχει τδ τρί­
γωνον ΚΝΜ ομοιον μέ τδ κμν, καί έπομένως τήν γωνίαν ΚΜΝ 
ίσην μέ τήν κμν. Άς φαντασθώμεν εις Ν στερεάν γωνίαν σχη- 
ματιζομένην άπδ τάς τρεΐς επιπέδους γωνίας ΚΝΜ, ΚΝ1Ι, 
ΠΝΜ, καί εις ν στερεάν γωνίαν σχηματιζομένην άπδ τρεΐς έ- 

> πιπέδους γωνίας κνμ, κνπ, πνμ: επειδή αί έπίπεδοι αύται γω­
νία: είναι ίσαι ή κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν, έπεται ότι αί στερεαί γω- 
νίαι είναι ίσαι. Λοιπόν ή κλίσις τών δύο έπιπόδων ΠΝΚ, ΠΝΜ, 
είναι, ίσηϊμέ τήν τών ομολόγων των πνκ, πνμ*  λοιπδν, έάν τά 
δύο τρίγωνα ΠΝΚ, ΠΝΜ, ήσαν εις τδ αύτδ έπίπεδον, εις 
τήν οποίαν περίστασιν ήθελεν είναι ή γωνία ΚΝΜ = ΚΝΠ
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ΠΝΜ, ήθελεν είναι ωσαύτως ή γωνία*  ζνμ = ζνπ πνμ, 

χ,/χι τά δύο τρίγωνα ζνπ, πνμ ήθελον σχηματίζει εν μόνον επίπεδον.
Τα άποδειχθέντα έχουν χώραν, οποιαι ζαϊ αν ήναι αί γωνίαι 

Μ, Ν, Π, Κ, παραβαλλόμεναι με τάς ομολόγους των μ, ν, π, ζ.
Άς ύποθέσωμεν τώρα ότι ή επιφάνεια του ενός πολυέδρου 

είναι μοιρασμένη είς τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ, ΜΝΠ, ΝΠΚ, ζ.τ.λ. 
βλέπομεν ότι ή επιφάνεια του άλλου πολυέδρου θέλει περιέχει 
τον αυτόν αριθμόν τριγώνων αβγ, αγδ, μνπ, νπζ, ζ.τ. λ., όμοιων 
ζαί ομοίως ζειμένων ζα'ι εάν πολλά τρίγωνα, ώς ΜΠΝ, ΝΠΚ, 
ζ. τ. λ., άνήζουν είς μίαν ζα'ι την αυτήν έδραν, ζα’ι εύρίσζωνται 
εις τό αυτό επίπεδον, τά δμόλογά των μνπ, νπζ, ζ. τ. λ. θέλει ευ- 
ρίσζονται παρομοίως είς τό. αυτό επίπεδον. Λοιπόν ζάθε πολύ­
γωνος έδρα είς τό έν πολύεδρον θέλει αντιστοιχεί είς μίαν δμοίαν 
πολύγωνόν έδραν είς τό άλλο πολύεδρον λοιπόν τά δύο πολύε­
δρα θέλει περιέχονται υπό ισαρίθμων επιπέδων ,όμοιων ζαϊ δ- 
μόιως ζειμενων. Λέγω περιπλεον οτι αί δμόλογοι στερεαι γωνίαι 
είναι ίσαι.

Διότι,, εάν, φέρ’ είπεΐν, ή στερεά γωνία Ν σχηματίζηται από 
τάς επιπέδους γωνίας ΚΑΠ, ΠΝΜ, ΜΝΡ, ΚΝΛ ή ομόλογος 
στερεά γωνία ν θέλει σχηματίζεται από τάς επιπέδους γωνίας 
ζνπ, πνμ, μνρ> ^νρ. Ιιόρα αι επίπεδοι αύται γωνίαι είναι ίσαι 
ή ζάθε μία μέ την ζάθε,μίαν, ζαϊ ή ζλίσις δύο προσκειμένων 
επιπέδων εΐναι ίση μέ την των δμολόγων των λοιπόν αί δύο 
στερεαι γωνίαι είναι ίσαι, ώς δυνάμεναι νά έπιτεθώσι. ·

Λοιπόν τέλος δύο όμοια πολύεδρα έχουν τάς ομολόγους έδρας 
δμοίας ζαϊ τάς δμολόγους στερεάς γωνίας ίσας.

Π ό ρ ι σ μ α. Άπό την προλαβουσαν άπόδειξιν «κπεται, οτι * 
εάν μέ τέσσαρας ζορυφάς, ενός πολυέδρου σχηματισθή τριγωνιζή 

• πμραμ’ις, ζαϊ μέ τέσσαρας δμολόγους ζορυφάς ένός ’δμοίου πο­
λυέδρου δευτέρα πυραμις, αί δύο αύται πυραμίδες θέλουν είναι 

■ δμοιαι· διότι θέλουν έχει τάς δμολόγους πλευράς άναλόνους 
(πρό. 21. σχολ.).

Βλέπομεν ένταυτω ότι δύο δμόλογοι διαγώνιοι, π. χ.. ΑΝ, 
αν, είναι μεταξύ των ώς δύο δμόλογοι πλεύραϊ ΑΒ, αβ?

ΠΡΟ ΤΆ Σ I Σ κε;
Θ ε ώ ρ η μ. α.

Δυο όμοια πολύεδρα ήμπορούν νά μοιρασθουν είς τον αυτόν 
αριθμόν τριγωνικών πυραμίδων αί δποΐαι νά ήναι δμοιαι ή ζάθε 
μία μέ την ζάθε μίαν, ζαϊ δμοίως ζείμεναι.
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Διότι είδομεν δτι'αί έπιφάνειαϊ .τών δυο πολυέδρων ήμπορουν 

νά μοιρασθουν εις τ.δν αυτόν αριθμόν τριγώνων όμοιων τδ κάθε 
έν μέ τδ κάθε έν, καί ομοίως κειμένων. Άς θεωρήσοίμεν όλα 
τά τρίγωνα του ένδς πολυέδρου, έκτος εκείνων τά όποια σχη­
ματίζουν τήν στερεάν γωνίαν Α, ώς βάσεις . τόσων τριγωνικών 
πυοαμιόων των οποιιον η κορυφή είναι εις Α*  αι πυραμιοες αυ- 
ται όμου λαμβανόμεναι συγκροτούν τδ πολύεδρον*  άς μοιράσωμεν 
παρομοίως τδ άλλο πολύεδρον εις πυραμίδας αί δποΐαι νά έχουν 
κοινήν .κορυφήν τήν κορυφήν τής γωνίας α ομολόγου τή Α*  φανερόν 
είναι δτι ή ένόνουσα πυραμίς τέσσαρας κορυφάς του ένδς -πολυέδρου 
θέλει είναι όμοια μέ τήν πυραμίδα τήν ένόνουσαν τάς τέσσαρας ο­
μολόγους τσυ άλλου πολυέδρου. Λοιπδν δύο δμοια πολύεδρα, κ. τ. λ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Κςώ 
β ε ώ ρ α.

Δύο δμοιαι πυραμίδες είναι μεταξύ των’ώς οί κύβοι τών ό-' 
μολόγων πλευρών.

Διότι επειδή ' αί δύο πυραμίδες είναι δμοιαι, ή μικροτέρα ήμ- 
πορεΐ νά τεθή εντός τής μεγριλήτέρας, ώστε νά έχουν τήν στερεάν 
γωνίαν Σ κοινήν. Τότε αί βάσεις ΑΒΓΔΕ, αβγδέ, θέλουν είναι 
παράλληλοι*  διότι, επειδή αί ομόλογοι έδραι είναι δμοιαι (προ·. 
22), ή .γωνία Σαβ είναι ίση τή ΣΑΒ, καθώς καί ή Σβγ τή 
'ΣΒΓ*  λοιπόν τδ έπίπεδον αβγ είναι παράλληλον του έπιπέδου 
ΑΒΓ (13, 5). Τούτου τεθέντός, έστω ΣΟ ή κατεβαζομένη 
κάθετος άπδ τήν κορυφήν Σ έπί του έπιπέδου ΑΒΓ, καί ο ή 
στιγμή δπου αύτη ή κάθετος συναπαντά τδ έπίπεδον αβγ*  κατά 
τά άποδειχ^έντα (πρ. 15), Θέλομεν έχει, ΣΟ:Σο::ΣΑ:Σα:: 
ΑΒ: αβ, καί έπομένως,

|ΣΟ|Σο::ΑΒ:αβ,
Άλλ’ έπειδή αί βάσεις. ΑΒΓΔΕ, αβγδε, είναι δμοια σχήματα, 

διά τούτο, __2 —2
ΑΒΓΔΕ : αβγδε:: ΑΒ : αβ. .· ■

Ό πολυπλασιασμδς τώνδύο τούτων αναλογιών δρου έπί ίρον, 
δίδει τήν αναλογίαν, « _3 —3

' ΑΒΓΔΕΧ | ΣΟ: αβγδεχ ΣΟ:: ΑΒ: αβ.
Τώρα, ΑΒΓΔΕ X ΣΟ είναι ή στερεότης τής πυραμίδος 

ΣΑΒΓΔΕ (προ. 18), καί αβγδε X ΣΟ είναι ή τής πυραμίδος 
Σαβγδε*  λοιπόν δύο δμοιαι πυραμίδες είναι μεταξύ των ώς ο 
κύβοι τών ομολόγων πλευρών των. σχ. 214.
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II Ρ Ο Τ Α Σ IΣ ΚΖ'.

Θεώρημα.
Δύο ομοια πολύεδρα είναι μεταξύ των ώς οί ζύβοι τών δμο­

λόγων πλευρών.
Διότι δύο δμοια πολύεδρα ήμπορούν νά μοιρασΟούν εις τον 

αυτόν αριθμόν τριγωνικών πυραμίδων αί δποΐαι νά ήναι δμοιαι ή 
κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν (προ. 25). Τώρα αί δύο δμοιαι πυ­
ραμίδες ΑΙΙΝΜ, απνμ, είναι μεταξύ των ώς οί κύβοι τών δ­
μολόγων πλευρών ΑΜ, αμ, ή ώς οί κύβοι τών δμολόγων πλευρών 
ΑΒ, αβ. Ό αυτός λόγος έχει χώραν καί έπι δύο άλλων δποιωνδήπο- 
τε δμολόγων πυραμίδων λοιπόν τδ άθροισμα δλων τών πυραμίδων, 
αί δποΐαι συγκροτούν τό έν πολύεδρον, ήτοι αυτό το πολύεδρον, 
είναι προς τό άλλο πολύεδρον, ώς δ. κύβος μιας δποιασδήποτε 
πλευράς τού πρώτου, ει9αι πρός τον κύβον τής ομολόγου πλευ­
ράς τού δευτέρου.

Γενικόν Σχόλιον.
’Ημπορούμεν νά παραστήσωμεν δι’ Αλγεβρικών δρων, τουτέ- 

'στι μέ τον πλέον σύντομον τρόπον, τήν ανακεφαλαίωσή τών 
αρχικών προτάσεων τούτου τού βιβλίου, δσαι άναφέρονταιείςτάς στε­
ρεότητας τών πολυέδρων.

’ϊστω Β ή βάσις ένδς πρίσματος, Υ το ύψος του*  ή στερεότης 
τού πρίσματος θέλει εΐναι ΒχΥ ή ΒΥ.

'Έστω Β ή βάσις πυραμίδος, Υ τό ύψος της· ή στερεότης 
τής πυραμίδος θέλει είναι Βχ | Υ, ή Υχ ~ Β, ή ~ ΒΥ.

Τέστω Υ τδ ύψος κορμού πυραμίδος μέ παραλλήλους βάσεις, 
έστωσαν Α. καί Β αί βάσεις του*  (ΑΒ) θέλει είναι ή μέση 
ανάλογος μεταξύ τούτων, καί ή στερεότης τού κορμού θέλει 
είναι ~ Υ (Α Β + 1/^ (&Β) )·

Ίίστω Β ή βάσις κορμού τριγωνικού πρίσματος, Υ, Υ', Υ„, 
τά ύψη τών τριών άνω κορυφών του, ή στερεότης τού κολοβού 
πρίσματος θέλει είναι 4 Β (Υ-ψ-Υ^Υ^)·

Εστωσαν τέλος II καί π αί _ στερεότητες δύο δμοίων πολυέ­
δρου, Α καί α δύο πλευραί ή δύο δμόλογοι διαγώνιοι τούτων 

—3—3 1
τών πολυέδρων, θέλει είναι II: π:: Α. α.

Π
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Β Γ Β Λ I Ο Ν Ζ'.

---------- ------ ττΜΙ*  .......

II ΣΦΑΙΡΑ.

Ό ρ ί σ μ. ο ί. 

< *
Α\ 11 σφαίρα είναι στερεόν περατούμενον άπδ καμπύλην, 

επιφάνειαν, της οποίας ■ δλα τά σημεία εξίσου άπέχουσιν άπό π 
έντδς σημεΐον ζαλούμενον ζέντρον.

Γενάται δέ ή σφαίρα άπδ τήν περιστροφήν ημικυκλίου, ώς του 
ΔΑΕ, δλδγυρα της διαμέτρου ΔΕ: διότι τά σημεία τής εις ταυ- 
την τήν ζίνησιν άπδ τήν καμπύλην ΔΑΕ γραφόμενης επιφάνειας 
εξίσου θέλουν απέχει άπδ τδ ζέντρον Γ. σχ. 220.

Β\ Άκτις τής σφαίρας είναι ευθεία γραμμή άγομένη 
άπδ τδ ζέντρον πρδς μίαν στιγμήν τής επιφάνειας*  διάμετρος 
δε ή άξων ή διά του κέντρου διερχομένη γραμμή, και άπδ τά 
δύο μέρη εις τήν επιφάνειαν περατουμένη,

Γ,()λαι αι ακτίνες τής σφαίρας είναι ίσαι· δλαι αί διάμετροι- 
είναι ίσαι και διπλάσιαν τής άζτΐνος.

Τ'. Θέλει άποδειχθή (προ. 1) οτι κάθε τομή τής σφαίρας 
ύπδ έπιπέδου γινόμενη, είναι κύκλος. Τούτου τεθέντος, καλείται 
μέγιστος κύκλος ή διερχομένη διά του κέντρου τομή· μι- 
κρδ'ς δέ κύκλος ή μή διά του κέντρου διερχομένη.

Δ'. Έπίπεδον άπτεται τής σφαίρας, δταν εν μόνον κοινόν 
σημεΐον έχη μέ τήν έπιφάνειάν της.

Εζ. Πόλος κύκλου τινδς τής σφαίρας είναι εν σημεΐον 
τής επιφάνειας αυτής εξίσου άπέχον άπδ δλα τά σημεία τής πε­
ριφέρειας τούτου του κύκλου. Θέλομεν δέ ίδεΐ (προ. 6) δτι κάθε 
ζύχλος είτε μέγιστος είτε μικρός, έχει πάντοτε δύο πόλους.

ςΛ Τρίγωνον σφαιρικόν είναι μέρος τής" σφαιρικής ε­
πιφάνειας περιεχόμενον ύπδ τριών τόξων μεγίστων κύκλων.

Τά τόξα ταΰτα, τά δποΐα καλούνται πλευραι του τριγώνου, 
πάντοτε υποτίθενται μικρότερα τής ήμιπεριφερείας. Αί γωνίαι 
τάς οποίας τά επίπεδά των κάμνουν μεταξύ των είναι αί γω- 
νίαι του τριγώνου.

Ζ'. Τδ σφαιρικόν τρίγωνον ονομάζεται ορθογώνιον, ίσο-



163
σκ ε λ έ ς, ί σ ό π λ ε υ ρ ο ν, εις τάς αύτάς περιστάσεις καθ’ άς καί τό 
ευθυγραμμον.

Ηί Σφαιρικόν πολύγωνον είναι μέρος της επιφάνειας 
■της σφαίρας περιεχόμενον υπό πολλών τόξων μεγίστων κύκλων.

Θ'. Άτρακτος (ΈιΐδβΗΐι) είναι τό μέρος της σφαιρικής ε­
πιφάνειας τό περιεχόμενον μεταξύ δύο ήμιμεγίστων κύκλων, οί 
όποιοι τελειόνουν είς μίαν κοινήν διάμετρον.

Γ. Καλώ σφήνα ή όνυχα σφαιρικόν (βοίη, οπ^Ιθί 
δρΐιοπ(μΐθ) τό μέρος τού στερεού τής σφαίρας τό περιεχόμενον 
μεταξύ τών αυτών ήμιμεγίστων κύκλων, και είς τό δποΐον δ 
άτρακτος χρησιμεύει ώς βάσις.

ΙΑ'. Πυραμις σφαιρική είναι τό μέρος τού στερεού τής 
σφαίρας τό περιεχομενον μεταξύ τών επιπέδων μιας στερεάς 
γωνίας τής όποιας ή κορυφή είναι είς τό κέντρον,. Ή βάσις τής πυ­
ραμίδας είναι τό σφαιρικόν πολύγωνον τό άποχωριζόμενον από 
τά αυτά έπίπεδα.

ΙΒ\ Καλείται Ζώνη τδ μέρος τής επιφάνειας τής σφαίρας 
τό δποΐον περιέχεται μεταξύ δύο παραλλήλων επιπέδων τά ό­
ποια είναι αι βάσεις τής ζώνης. Τό έν από αυτά δυνατόν νά άπτηται 
τής σφαίρας, και τότε ή ζώνη έχει μίαν μόνην βάσιν.

ΙΓ'. Τμήμα σφαιρικόν είναι τό μέρος τού στερεού τής 
σφαίρας τό περιεχόμενον μεταξύ δύο παραλλήλων έπιπέδων τά 
δποΐα είναι αί βάσεις του.

Τό έν άπό αυτά δυνατόν νά άπτηται τής σφαίρας, και τότε 
τό σφαιρικόν τμήμα έχει μίαν μόνην βάσιν.

ΙΔ'. Το ύψος τής ζ ώ'ν η ς ή τ ο ύ Τμ ή μ α τ ο ς είναι- τό απόστημα 
τών δύο παραλλήλων έπιπέδων τά δπόΐα είναι αι βάσεις τής 
ζώνης ή τού τμήματος, σχ. 220.

ΙΕ'. Έν’ ώ τδ ήμιζύζλιον ΔΑΕ στρεφόμενον ολόγυρα της 
διαμέτρου ΔΕ γράφει τήν σφαίραν, ζάθε ζυζλιζδς τομεύς, ώς ΔΓΖ 
ή ΖΓΘ γράφει στερεόν, τό δποΐον ζαλεΐται σ φ α ι ρ ιζ δ ς τομεύς.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.

Θ ε ώ ρ η μ. α.
Κάθε τομή τής σφαίρας, ύπδ επιπέδου γινομένη, είναι ζύζλος.
Εστω ΑΜΒ ή γινομένη υπό επιπέδου εις τήν σφαίραν τομή, 

τδ ζέντρον τής οποίας σφαίρας είναι Γ. ’Απδ τήν στιγμήν Γ 
άς άχθη ή ζάθετος ΓΟ έπι ίου επιπέδου ΑΜΒ, ζαι διάφοροι

II*  
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γραμμαί ΓΜ, ΓΜ, εις διάφορα σημεία της καμπύλη; ΑΜΒ ήτες 
περατδνει τήν τομήν. σγ.. 221.

Αί πλάγιαι ΓΜ, ΓΜ, ΓΒ, είναι ίσαι, ώς ακτίνες τής σφαί­
ρας· ισάκις λοιπδν άπέχουσι τής καθέτου ΓΟ (5, 5)· δλαι λοιπδν 
αί γραμμαί ΟΜ, ΟΜ, ΟΒ είναι ίσαι*  δλα λοιπδν τά σημεία 
τής καμπύλης ήτις περατδνει τήν τομήν, ισάκις άπέχουσι άπδ 
τι έντδς αύτής σημεΐον Ο*  ή καμπύλη λοιπδν αυτή είναι κύ­
κλου περιφέρεια τού δποίου τδ κέντρον είναι Ο*  ή τομή λοιπδν 
ΑΜΒ είναι κύκλος.

Πόρισμα Α\ Έάν ή τομή διέρχεται διά τού κέντρου τής 
σφαίρας, · ή άκτίς της θέλει είναι ή τής σφαίρας*  δλοι λοιπδν οι 
μέγιστοι κύκλοι είναι ίσοι μεταξύ των.

Βί Δύο μέγιστοι κύκλοι πάντοτε τέμνονται εις δύο ίσα μέρη*  
διότι τδ κέντρον τής σφαίρας επειδή πρέπει νά ευρίσκηται και 
έπί τού επιπέδου τού πρώτου, και έπί τού επιπέδου τού δευτέρου, 
άναγκαιως είναι έκ τών σημείων τής κοινής τομής των*  ή κοινή 
των λοιπδν. τομή διέρχεται διά τού κέντρου*  είναι λοιπδν διάμε­
τρος*  αλλά κάθε διάμετρος διαιρεί τδν κύκλον εις δύο ίσα μέρη*  
λοιπδν κ. τ. λ.

Γ. Κάθε μέγιστος κύκλος διαιρεί τήν- σφαίραν καί τήν επι­
φάνειαν της εις δυο ίσα μέρη*  διότι έάν, άφ’ ού γωρίσωμεν τά 
δύο ημισφαίρια, θέσωμεν αυτά έπί τής κοινής βάσεως στρέφοντες 
τήν κυρτδτητά των κατά τδ αύτδ μέρος, αί δύο έπιφάνειαι θέλουν 
εφαρμόσει ή μία μέ τήν άλλην*  διότι άλλως ήθελον υπάρχει ση­
μεία άνισακις άπ,έχοντα τού κέντρου.

Δ\ Τδ κέντρον μικρού τίνος κύκλου καί τδ τής σφαίρας ευρίσκον- 
ται έπί τής αύτής'εύθείας καθέτου εις τδ έπίπεδον τού μικρού 
κύκλου, σχ. 221.

Ε\ Οί μικροί κύκλοι τδσον είναι μικρότεροι, οσον περισσό­
τερόν άπέχουσι τού κέντρου τής σφαίρας*  διότι οσον περισσότε­
ρόν τδ απόστημα ΓΟ είναι μεγαλήτερον, τδσον περισσότερόν ή 
χορδή ΑΒ, ή διάμετρος τού μικρού κύκλου ΑΜΒ είναι μικρότερα.

ς. Δύο δεδομένων σημείων έπί τής επιφάνειας σφαίρας τί­
νος, είναι δυνατδν νά διέλθη τδξον μεγίστου κύκλου*  διότι τά 
δύο δεδομ ένα σημεία καί τδ κέντρον τής σφαίρας είναι τρία 
'σημεία προσδιορίζοντα τήν θέσιν έπιπέδου. έάν δμως τά δύο δε­
δομένα σημεία τύχη νά ήναι τά άκρα διαμέτρου τίνος, τδτε τά 
δύο ταύτα σημεία καί τδ κέντρον τής σφαίρας θέλουν είναι έπ’ 
ευθείας, καί άπειροι μέγιστοι κύκλοι δυνατδν νά διέλθωσι*  ' διότι 
άπειρα επίπεδα διά δύο σημείων δυνατδν νά διέλθωσι.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ β;
Θεώρημα.

Είς κάθε σφαιριζδν /τρίγωνον ΑΒΓ, δποιαδήποτε πλευρά είναι 
μιζροτέρα τού αθροίσματος τών δύο άλλων. σχ. 222.

Έστω Ο τδ χέΆρον της σφαίρας, ζαι άχθήτωσαν αί άζτΐ- 
νες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ. Έάν φαντασθώμεν τά επίπεδα ΑΟΒ, ΑΟΓ, 
ΓΟΒ, ταύτα- σχηματίζουν εις τήν στιγμήν Ο γωνίαν στερεάν, 
ζαι αί γωνίαι ΑΟΒ, ΑΟΓ, ΓΟΒ, μετρούνται άπδ τάς πλευράς 
ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ, τού σφαιρ^ζού τριγώνου ΑΒΓ. Τώρα, έζάστη 
τών τριών έπιπέδών γωνιών αί δποιαι συγκροτούν τήν στερεάν 
γωνίαν είναι μιζροτέρα του αθροίσματος τών δύο άλλων (21, 
5)*  λοιπδν οποιαδήποτε πλευρά του τριγώνου ΑΒΓ εϊναι μιζρο- 
τέρα του αθροίσματος τών δύο άλλων.

11Ρ Ο Τ Α Σ IΣ Γ'.

Θεώρημα.
Ό βραχύτατος δρδμος άπδ έν σημεΐον εις άλλο έπι τής ε­

πιφάνειας τής σφαίρας, εϊναι τδ τδξον τού μεγίστου ζύζλου τδ 
δποΐον ένδνει τά δύο δεδομένα σημεία.

Έστω ΑΝΒ τδ τδξον τού μεγίστου ζύζλου, τδ δποΐον ένδνει 
τά σημεία Α ζαι Β, ζαι έστω έζτδς τούτου τού τδξου, εί δυ- 
νατδν, Μ έν σημεΐον τής βραχύτατης γραμμής μεταξύ Α ζαι Β. 
Διά τής στιγμής Μ άς άχθώσι τά τδξα μεγίστων ζύζλων ΜΑ, 
ΜΒ, ζαι άς ληφθή ΒΝ=ΜΒ.

Κατά τδ προλαβδν θεώρημα τδ τδξον ΑΝΒ είναι βραγύτε- 
ρον τού ΑΜ-4-ΜΒ*  άφαιρέσει ζαι άπδ τά δύο μέρη τούΒΝ= 
ΒΜ, μένει ΑΝ <ζ ΑΜ. Τώρα τδ διάστημα άπδ Β είς Μ, είτε 
ταυτίζεται μέ τδ τδξον ΒΜ, ή είναι δποιαδήποτε άλλη γραμ­
μή, είναι ίσον μέ τδ διάστημα άπδ Β είς Ν’ διδτι στρεφοντες 
τδ έπίπεδον τού μεγίστου ζύζλου ΒΜ δλδγυρα τής διαμέτρου 
τής διερχομένης διά Β, δυνάμεθα νά μεταφέρωμεν τήν στιγμήν 
Μ είς τήν στιγμήν Ν, ζαι τδτε ή βραχυτάτη γραμμή άπδ Μ 
είς' Β, οποία ζαι άν ήναι, θέλει ταυτισθή μέ τήν βραχυτάτην 
γραμμήν άπδ Ν είς Β*  λοιπδν οί δύο δρδμοι άπδ Α είς Β, 
έζ τών δποίων δ μέν διέρχεται διά Μ, δ δέ διά Ν, έχουν έν 
μέρος ίσον άπδ Μ είς Β ζαι άπδ Ν είς Β. 'Ο πρώτος δρδμος 
είναι, έξ ύποθέσεως, δ βραχύτερος*  λοιπδν τδ διάστημα άπδ Α 
είς Μ. ϊναι βραχύτερου τού διαστήματος άπδ Α είς Ν, το δ­
ποΐον ήθελεν είναι άτοπον, διδτι τδ τδξον ΑΜ εϊναι μεΐζον τού 
ΑΝ*  λοιπδν ζάνέν σημεΐον τής βραχύτατης γραμμής μεταξύ Α 

1
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καί Β δέν ήμπορεΐ νά ήναι έκτδς του το'ξου ΑΝΒ*  λοιπδν αυτό 
τδ τοξον είναι ή βραχυτάτη γραμμή μεταξύ τών άκρων τού. 
σχ. 223.

Σημείωσις του Μεταφραστού, Διά νά εύκολύνω την κατάληψιν 
εις τον αναγνώστην ταύτης τής προτάσεως, έκρινα εύλογον, χω­
ρίς νά άπομακριν&ώ άπδ τον συγγραφέα, νά την εκθέσω ώς 
ακολούθως.

Π Ρ Ο Τ Α Σ I Σ.
Μεταξύ δύο στιγμών επί τής ιδίας σφαίρας τα βραχύτατον 

διάστημα είναι- τδ τοξον του μεγίστου κύκλου, δστις-διέρχεται 
διά τών ιδίων στιγμών, ώς τδ ΑΒ τοξον.

’Επειδή άς ύποθέσωμεν. δτι τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ 
Α και Β είναι άλλη τις καμπύλη γραμμή ώς ή ΑΜΒ: δηλαδή 
ΑΜΒ <ζ ΑΒ, και κάθε άλλης καμπύλης διερχομένης διά Α.καί 
Β. Τώρα έάν εκ τής ;Β και Μ φέρωμεν τδ τοξον μεγίστου κύ­
κλου ΜΒ, και παρομοίως εκ τής Α καί Μ τδ τοξον μεγίστου 
κύκλου ΑΜ, καί λάβωμεν τδ τοξον ΒΝ ίσον μέ τδ τοξον ΜΒ' 
τδτε τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ Β καί Ν θέλει είναι τδ 
αύτδ μέ τδ μεταξύ Β καί Μ*  επειδή δέ δυνάμεθα νά ύπάγωμεν άπδ 
Β εις Α,ή διατρέχοντες τήν καμπύλην ΑΜΒ, ή τδ διάστημα μεταξύ 
Β καί Ν, καί τδ διάστημα μεταξύ Ν καί Α, καί δ πρώτος δρδμος, εξ 
ύποθέσεως, είναι βραχύτερος τού δευτέρου, έπεται, εξ αίτιας οπού 
τδ βραχύτατον διάστημα άπδ Β εις Μ είναι ίσον μέ τδ βραχύτατον 
διάστημα άπδ Β είς Ν, δτι τδ διάστημα μεταξύ Α καί Μ έκτιμώμενον 
επί τής καμπύλης ΑΜΒ άπδ Α έως Μ,, είναι μικρδτερον άπδ 
τδ. διάστημα μεταξύ Α καί Ν. Τώρα επειδή τδ τοξον ΑΜ πλέον 
τδ ΜΒ είναι μεΐζόν τού τοξου ΑΒ, καί έλήοθη ΜΒ=ΒΝ*  διά 
τούτο τδ τοξον ΑΜ είναι μεΐζον τού ΑΝ*  λοιπδν λαμβάνοντες 
επί τού τοξου ΑΒ τοξον τι ίσον μέ τδ ΑΜ, ευκόλως βλέπομεν 
οτι ή στιγμή Μ πρέπει νά εύρεθή ύπδ τής Ν μεταξύ Ν καί Β. 
1Γ στιγμή λοιπδν αυτή άπέχει εκ τής στιγμής Α περισσότερόν 
άπδ δ,τι άπέχει ή. στιγμή Ν*  άλλ’ δσον άπέχει ή στιγμή ή 
μεταξύ τής Ν καί- Β άπδ τήν Α, τδσον άπέχει και ή Μ άπδ 
τήν Α*  λοιπδν τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ' τής Α καί Μ 
είναι ίσον μέ τά βραχύτατον διάστημα μεταξύ τής Α καί τής 
στιγμής τής μεταξύ τής Ν καί Β*  δταν λοιπδν τδ τοξον ΑΜ 
πέση επί τού ΑΒ, τότε ή στιγμή Μ πίπτει επί τής στιγμής 
τής μεταξύ τής Ν καί Β*  καί τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ 
τής Α καί Μ ταυτίζεται μέ τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ 
τής Α καί τής στιγμής τής μεταξύ τής Ν καί Β. Τώρα έπει- 
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δή ή Ν είναι πλησιεστέρα εις τήν Α παρά ή μεταξύ τής Ν καί 
Β στιγμή, έπεται οτι τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ Α ζαι 
Ν, είναι μιζρδτερον τού βραχύτατου διαστήματος μεταξύ Α ζαι 
τής στιγμής τής μεταξύ Ν- καί Β, ή μιζρδτερον τού βραχύτα­
του διαστήματος μεταξύ τής Α ζαι Μ.

Έζ τών είρημένων βλέπομεν οτι τδ βραχύτατον διάστημα μετα­
ξύ τής Α ζαι Ν πλέον τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ Ν ζαι 
Β, είναι μιζρδτερον τού βραχυτάτου διαστήματος μεταξύ Α ζαι 
Μ πλέον τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ Μ ζαι Β, δηλαδή 
τής ζαμπύλης ΑΜΒ*  ψευδές λοιπδν οτι τδ βραχύτατον διάστημα 
μεταξύ Α ζαι Β είναι ή ζαμπύλη ΑΜΒ. Κατά τδν αύτδν τρδ- 
πον δειζνύομεν,. οτι ζάθε άλλη ζαμπύλη, ήτις ένδνει τήν στιγμήν 
Α ζαι Β, ζαι δέν έχει δλας τάς στιγμάς της έπι τού τδξου ΑΒ, 
δέν είναι εκείνη ήτις παριστάνει τδ βραχύτατον διάστημα μεταξύ 
Α ζαι Β*  αλλά μεταξύ τής Α ζαι Β εύρίσζεται τδ ζητούμενου 
βραχύτατον διάστημα*  λοιπδν ή ζαμπύλη ήτις εκφράζει αύτδ, 
είναι τδ τδξον τού μεγίστου ζύζλου δηλαδή τδ ΑΒ*  επειδή είς 
τάς στιγμάς τούτου, δέν δυνάμεθα νά έζτελέσωμεν τήν ανωτέρω 
κατασκευήν*  καί λοιπδν δέν δυνάμεθα νά' δείξωμεν οτι υπάρχει 
μία ζαμπύλη ήτις ένδνει τήν Α ζαι Β μιζροτέρα τού τδξου ΑΒ. 
(Γπερ έδει άποδεΐξ^αι.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.
Θεώρημα.

Τδ άθροισμα τών τριών πλευρών σφαιρικού τίνος τριγώνου 
είναι μιζρδτερον της περιφέρειας μεγίστου ζύζλου.

Έστω ΑΒΓ δποιονδήποτε σφαιριζδν τρίγωνον*  άς προεζβλη- 
θώσιν αί πλευρά! ΑΒ, ΑΓ, έως ου νά συναπαντιθώσιν έζ νέου 
είς Δ. Τά τδξα ΑΒΔ, ΑΓΔ, θέλουν είναι ημιπεριφέρεια:, διδτι 
δύο μέγιστοι κύκλοι πάντοτε τέμνονται είς δύο ίσα μέρη (προ. 
1)’ άλλ’ είς τδ τρίγωνον ΒΓΔ έχομεν τήν πλευράν ΒΓ ΒΔ 
+ΓΔ (πρδ. 2)*  προσθέσει ζαί είς τά δύο μέρη τού ΑΒ--}-ΑΓ, 
προζύπτει ΑΒ-|-ΑΓ4-ΒΓ <ζ ΑΒΔ-}-ΑΓΔ, τουτέστι μιζρδτερον 
περιφέρειας, σχ. 224.

11 Ρ Ο Τ Α ΣI Σ Ε'. , 
Θεώρημα.

Τδ άθροισμα τών πλευρών ζάθε σφαιρικού πολυγώνου είναι 
μιζρδτερον τής περιφέρειας μεγίστου ζύζλου.

Εστω, παραδείγματος χάριν, τδ πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ άς προεζ- 
βληθώσιν αί πλευραι ΑΒ, ΔΓ, έως ού νά συναπαντιθώσιν είς
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Ζ*  έπειδή ΒΓ είναι μικρότερου του ΒΖ-]~ΓΖ, ή περίμετρος τού 
πενταγώνου ΑΒΓΔΕ είναι μικρότερα της του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ. 
Α'ς προεχβληθώσιν έζ νέου αί «πλευραί ΑΕ, ΖΔ, έως ου νά συ- 
ναπαντιθώσιν είς Η*  Θέλει είναι ΕΔ <ύ ΕΗ 4“ ΗΔ· λοιπδν ή 
■περίμετρος του τετράπλευρου ΑΕΔΖ είναι μικρότερα τής του 
τριγώνου ΑΖΗ*  αυτή είναι μικρότερα της περιφέρειας μεγίστου 
κύκλου*  λοιπδν πολύ περισσότερον ή Περίμετρος τού πολυγώνου 
ΑΒΓΔΕ εΐναι μικρότερα της περιφέρειας μεγίστου κύκλου, σχ. 225.

Σχόλιον. Ή προτασις αυτή είναι τώ δντι ή αυτή μέ τήν 
ΚΒ' τού έ βιβλίου*  διότι έάν Ο ήναι τδ κέντρον τής σφαίρας, 
δυνάμεθα νά φαντασθώμεν είς τήν στιγμήν Ο, γωνίαν στερεάν 
σγηματιζομένην άπδ τάς επιπέδους γωνίας ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΔ, 
κ. τ λ. τώρα έκαστη τούτων τών γωνιών έχει μετράν μίαν τών 
πλευρών τού πενταγώνου*  λοιπδν νά άποδείξωμεν οτι τδ άθροι­
σμα τών πλευρών τού. πολυγώνου είναι μικρότερου περιφέρειας 
μεγίστου κύκλου, άλλο δεν είναι παρά 'νά άποδείξωμεν ότι τδ 
άθροισμα δλων τών έπιπέδων γωνιών πρέπει νά ήναι μικρότερου 
τεσσάρων ορθών. Ή άπόδειξις τήν οποίαν έδώζαμεν είναι δια­
φορετική τής τού έ βιβλίου*  αλλά καί"αί δύο προύποθέτουσιν'δτΐ' 
τδ πολύγωνον ΑΒΓΔΕ είναι κυρτόν, ή δτΐ-ούδεμία πλευρά προεζβαλ- 
λομένη τέμνει τδ σχήμα.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ^· ’

Θεώρημα.
Έάν εις τδ επίπεδον τού μεγίστου κύκλου ΑΜΒ άχθη κά­

θετος ή διάμετρος ΔΕ, τά άκρα Δ και Ε ταύτης τής διαμέτρου- 
θέλουν είναι οι πόλοι τού κύκλου ΑΜΒ, και δλων τών μικρών 
κύκλων, ώς ΖΝΙί, τών παραλλήλων μέ αυτόν, σχ. 220.

Διότι ή ΔΓ ή κάθετος είς τδ έπίπεδον ΑΜΒ, ’είναι κάθετος 
είς δλας τάς ευθείας ΓΑ, ΓΜ, ΓΒ, κ. τ. λ. ήγμένας άπδ τδν 
πόδα της επί τούτου του επιπέδου*  λοιπόν δλα τά τόξα ΔΑ, 
ΔΜ, ΔΒ, ζ. τ. λ. είναι τεταρτημόρια περιφέρειας: τδ’ αύτδ υ­
πάρχει διά τά τόξα ΕΑ, ΕΜ, ΕΒ, κ. τ. λ. λοιπόν έκαστον τών 
σημείων Δ και Ε ισάκις απέχει από δλα τά σημεία τής. περι­
φέρειας ΑΜΒ*  λοιπόν εΐναι οί πόλοι ταύτης τής περιφέρειας. 
(έ?· 5).
' Δεύτερον, ή άκτες ΔΓ, κάθετος είς τό έπίπεδον ΑΜΒ, ' είναι: 
ζαί κάθετος είς τό παράλληλον αυτού ΖΝΗ*  λοιπόν διέρχεται 
διά τού κέντρου Ο τού' κύκλου ΖΝΗ (πρό. 1)*  λοιπόν έάν έπι- 
ζευχδώσιν αί πλάγιαι ΔΖ, ΔΝ, ΔΗ, αί- πλάγιαι αύται ισάκις 
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Θέλουν απέχει τής καθέτου ΔΟ καί θέλουν εΤναι ίσαι. Άλλ’ όταν 
αί χορδαί ήναι ίσαι, τά τόξα είναι ίσα*  λοιπδν δλα τά τόξα ΔΖ, 
ΔΝ, ΔΗ, χ. τ. λ. είναι ίσα μεταξύ των οθεν ή στιγμή Δ είναι 
δ πόλος του μικρού κύκλου ΖΝΗ, καί διά τδν αύτδν λόγον ή 
στιγμή Ε είναι δ άλλος πόλος.

Πόρισμα Αί Κάθε τόξον ΔΜ ήγμένον άπδ μίαν στιγμήν 
τόξου μεγίστου ζύζλου ΑΜΒ εις τδν πόλον του είναι έν τέταρ­
τον περιφέρειας, τδ δποΐον διά συντομίαν θέλομεν ονομάζει τε- 
ταρτημόριον ((}ν<ΐί1 ΓΛίιί), καί τδ τεταρτημόριου τούτο ζάμνει. 
εις τδν αύτδν καιρόν ορθήν γωνίαν μέ τδ τόξον ΑΜ’ διότι, ουσης 
τής γραμμής ΔΓ ζαθέτου εις τδ έπίπεδον ΑΜΓ, κάθε έπίπεδον 
ΔΜΓ δι’ αύτής διερχόμενον είναι κάθετον εις τδ έπίπεδον ΑΜΓ 
(18, 6)*  λοιπδν ή γωνία τούτων τών έπιπέδων, ή, ζατά τδν ς“Ζ 
ορισμόν, ή γωνία ΑΜΔ είναι δοθή.

Βί Διά νά ευρωμεν τδν πόλον δεδομένου τόξου ΑΜ, άγομεν 
τδ απροσδιόριστον τόξον ΜΔ κάθετον εις ΑΜ, λαμβάνομεν ΜΔ 
ίσον μέ τεταρτημόρεον, και ή στιγμή Δ θέλει είναι εις τών πό- , 
λων τού τόξου ΑΜ*  ή άγομεν εις τάσ δύο στιγμάς Α και Μ 
τά τόξα ΑΔ και ΜΔ κάθετα εις ΑΜ, ή στιγμή τής συνδρομής 
Δ τών δύο τούτων τόξων θέλει, είναι δ-ζητούμενος πόλος.

Γ. Αντιστρόφως, έάν τδ απόστημα τής στιγμής Δ άπδ ζμ- 
θέν τών σημείων Α καί Μ ήναι ίσον μέ τέταρτη μόριον, λέγω 
οτι ή στιγμή Δ θέλει είναι δ πόλος τού τόξου ΑΜ, ζαί έν ταύ- 
τω αί γωνίαι ΔΑΜ, ΑΜΔ θέλουν είναι, ορθαί.

Διότι έστω Γ τδ κέντρον τής σφαίρας, και άς άχθώσιν αΙ% 
ακτίνες ΓΑ, ΓΔ, ΓΜ: επειδή αί γωνίαι ΑΓΔ, ΜΓΔ είναι ορ­
θαί, ή γραμμή ΓΔ είναι κάθετος είς' τάς δύο εύθείας ΓΑ, ΓΜ. 
λοιπόν είναι κάθετος ζαί εις τδ έπίπεδον' των λοιπδν ή στιγμή 
Δ είναι δ πόλος τού τόξου ΑΜ, ζαί έπομένως αί γωνίαι ΔΑΜ, 
ΑΜΔ, είναι ορθαί.

Σχόλ,ιον. Δια τών ιδιοτήτων τών πόλων δυνάμεθα^ νά γρά- 
ψωμεν τόξα ζύζλου έπί τής έπιφανείας τής σφαίρας μέ τήν αυτήν 
ευκολίαν μέ τήν δποίαν γράφομεν αύτά έπί επιπέδου έπιφανείας. 
Βλέπομεν, παραδείγματος χάριν, ότι έάν στρέψωμεν τό τόξον ΔΖ 
ή κάθε άλλην γραμμήν τού αύτού διαστήματος ολόγυρα 'τής 
στιγμής Δ, τδ άζρον Ζ Θέλει γράψει τδν μικρόν ζύζλον ΖΝΉ’ 
και έάν στρέψωμεν τδ τεταρτημόριον ΔΖΑ δλόγυρα τής στιγμής 
Δ, τδ άζρον Α θέλει γράψει τόξον μεγίστου ζύζλου τδ ΑΜ.

Έάν λάβωμεν "χρείαν νά προεκβάλωμεν τδ τόξον ΑΜ, ή έάν 
δέν έχωμεν δεδομένας παρά μόνον τάς στιγμάς Α ζαί Μ διά· 
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τών οποίων τό τόξον τούτο πρέπει νά διέλθη, κατά πρώτον προσ- 
διορίζομεν τόν πόλον Δ διά της κοινής τομής δύο τόξων γε- 
γραμμένων έκ τών στιγμών Α και Μ ώς έκ κέντρων μέ διάστημα 
ίσον μέ τεταρτημόριον*  εύρεθέντος του πόλου Δ, γράφομεν έκ 
τής στιγμής Δ ώς έκ κέντρου και μέ τό αυτό διάστημα τό τό­
ξον ΑΜ και τήν προεκβολήν του.

Τέλος, έάν λάβωμεν χρείαν άπό δεδομένην στιγμήν Π νά 
* καταιβάσωμεν τόξον κάθετον έπι του δεδομένου ΑΜ, προεκβάλ- 

λομεν πουτο εις Σ έως ού τό διάστημα ΠΣ νά ήναι ίσον μέ 
τεταρτημόριον ακολούθως έκ του πόλου Σ και μέ τό αυτό διά­
στημα γράφομεν τό τόξον ΠΜ, τό δποΐον θέλει είναι τδ ζητού­
μενον κάθετον τόξον»

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ζ'.
* Θεώρημα.

Κάθε έπίπεδον κάθετον εις τό άκρον τής άκτΐνος είναι έφα- 
πτόμενον εις τήν σφαίραν, σχ. 226.

’Εστω ΖΑΗ έπίπεδον κάθετον εις τό άκρον τής άκτΐνος 0Α· 
έάν ληφθή δποιονδήποτε σημεΐον Μ έπι τούτου του έπιπέδου, καί 
έπιζευχθή ΟΜ και ΑΜ, ή γωνία ΟΑΜ θέλει είναι ορθή, και 
ούτως τό διάστημα ΟΜ θέλει είναι μεΐζον του ΟΑ. Ή στιγμή 
•Μ είναι λοιπόν έκτος τής σφαίρας· και, έπειδή τό αυτό υπάρχει 
διά κάθε άλλο σημεΐον τού έπιπέδου ΖΑΗ, έπεται οτι τό έπίπε­
δον τούτο άλλο κοινόν σημεΐον μέ τήν σφαίραν δέν έχει παρά μόνον 
τό Α’ λοιπόν άπτεται τής έπιφανείας τής σφαίρας (δρ. 4).

Σχόλιον. Δυνάμεθα ώσαύτως νά δείξωμεν οτι δύο σφαΐραι 
έν μόνον -κοινόν σημεΐον έχουν, και έπομένως άπτονται άλλήλων: 
όταν τό απόστημα τών κέντρων των ήναι ίσον μέ τό άθροισμα ή 
τήν διαφοράν τών ακτινών των τότε τά κέντρα και ή στιγμή 
τής αφής είναι έπ’ ευθείας.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Η'.
Θεώρημα.

Η γωνία ΒΑΓ τήν δποίαν κάμνουν μεταξύ-των δύο τόξα με­
γίστων κύκλων ΑΒ, ΑΓ, είναι ίση' μέ τήν γωνίαν ΖΑΗ, τήν 
σχηματιζομενην άπό τάς έφαπτομένας τούτων τών τόξων εις τήν 
στιγμήν Α: έχει δμοίως διά μέτρον τό τόξον ΔΕ, γραφόμενον έκ 
τής στιγμής Α ώς έκ πόλου μεταξύ τών πλευρών ΑΒ, ΑΓ, 
προεκβαλλομένων έάν ήναι άναγκαΐον. σχ» 226.

Διότι ή έφαπτομένη ΑΖ, ήγμένη εις τό έπίπεδον τού τόξου 
ΑΒ, είναι κάθετος εις τήν ακτίνα ΑΟ’ ή έφαπτομένη ΑΗ, ήγ- 
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ριένη είς τό επίπεδον του τόξου ΑΓ, είναι κάθετος- είς τ}ρ αυτήν 
άκτϊνα ΑΟ*  4 λοιπόν ή γωνία ΖΑΗ είναι ίση μέ τήν γωνίαν των 
επιπέδων ΟΑΒ, ΟΑΓ (17, 5), ήτις είναι ή των τόξων ΑΒ, 
ΑΓ, και σημειούται διά ΒΑΓ.

Παρομοίως, εάν τό τόξον ΑΔ είναι ίσον μέ τεταρτημόριον, 
καθώς και ΑΕ, αί γραμμαί ΟΔ, ΟΕ, θέλουν είναι κάθετοι είς 
ΑΟ, και ή γωνία ΔΟΕ θέλει, είναι ακόμη ίση μέ τήν γωνίαν 
των επιπέδων ΑΟΔ, ΑΟΕ*  λοιπόν τό τόξον ΔΕ είναι τό μέτρον 
τής γωνίας τούτων των επιπέδων, ή τό μέτρον τής γωνίας ΓΑΒ.

Πόρισμα. Αί γωνίαι τών σφαιρικών τριγώνων ήμπορουν νά 
παραβάλλονται μεταξύ των διά των τόξων μεγίστων κύκλων 
γεγραμμένων έκ των κορυφών των ώς έκ πόλων και μεταξύ 
τών πλευρών των περιεχομένων: δθεν εύκολον είναι νά κάμωμεν 
γωνίαν ίσην μέ δεδομένην.

Σχόλιο ν. Αί κατά κορυφήν γωνίαι, ώς ΑΓΟ και ΒΓΝ εί­
ναι ίσαι*  διότι ή ή μία ή ή άλλη πάντοτε είναι ή σχηματιζομένη 
γωνία άπό τά δύο επίπεδα ΑΓΒ, ΟΓΝ.

Βλέπομεν ώσαύτως ότι είς τήν συναπάντησιν δύο τόξων ΑΓΒ, 
ΟΓΝ, αί δύο προσκείμεναι γωνίαι ΑΓΟ, ΟΓΒ δμοΰ λαμβανό- 
μεναι, ίσοδυναμουν πάντοτε μέ δύο δρθάς. σχ. 238.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Θ'.
Θεώρημα.

Δεδομένου του τριγώνου ΑΒΓ, εάν έκ τών στιγμών Α, Β, 
Γ, ώς έκ πόλων, γραφθώσι τά τόξα ΕΖ, ΖΔ, ΔΕ, τά οποία 
σχηματίζουν τό τρίγωνον ΔΕΖ’ άντιστρόφως αί τρεις στιγμαι 
Δ, Ε, Ζ, θέλουν είναι οι πόλοι τών πλευρών ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ, 
σχ. 227.

Διότι επειδή ή στιγμή Α είναι δ πολος του τόξου ΕΖ, τό 
διάστημα ΑΕ είναι τεταρτημόριον· επειδή ή στιγμή Γ είναι δ 
πόλος του τόξου ΔΕ, τό διάστημά ΓΕ είναι παρομοίως τεταρ­
τημόριον· λοιπόν ή στιγμή Ε άπέχει τεταρτημόριον άπό καθέν 
τών σημείων Α και Γ- είναι λοιπόν δ πόλος του τόξου ΑΓ (6, 
πόρ. 3). Όμοίως δείξωμεν ότι Δ είναι δ πόλος τού τόξου ΒΓ, 
και Ζ δ τού τόξου ΑΒ.*

Πόρισμα. Λοιπόν τό τρίγωνον ΑΒΓ δύναται νά γραφθή διά 
τού ΔΕΖ, ώς τό ΔΕΖ διά τού ΑΒΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ί.
Θεώρημα.

Τών αυτών κειμένων, έκάστη γωνία ενός τών τριγώνων ΑΒΓ,
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ΔΕΖ, θέλει έχει διά μέτρον τήν ήμιιτεριρέρειαν μεΐον τήν απέ­
ναντι πλευράν έ’ς το άλλο τρίγωνον, σχ. 227.

’Ας προέζβληΟώσιν, έάν ηναι άναγζαίόν, αί πλευραί ΑΒ, ΑΓ, 
έως ού νά συναπαντήσωσι τήν ΕΖ' είζ Η ζαί Θ' επειδή ή στιγ­
μή Α είναι δ πόλος του τόξου ΗΘ, ή γωνία Α έχει μέτρον τδ 
τόξον ΗΘ. ’Αλλά τδ τόξον ΕΘ, ώς ζαί τδ ΗΖ, είναι τεταρ- 
τημόριον, έπειδή Ε είναι δ πόλος του ΑΘ, ζαί Ζ δ πόλος του 
ΑΗ· λοιπδν ΕΘ-]-ΗΖ ισουται μέ ήμιπεριοέρειαν. Τώρα ΕΘ-]— 
ΗΖ είναι τδ αύτδ μέ ΕΖ-^ΗΘ’ λοιπδν τδ τόξον ΗΘ μέτρον 
της γωνίας Α. είναι ίάον μέ ήμιπεριφέρειαν μεΐον τήν πλευράν ΕΖ*  
ώσαύτως ή γωνία Β έχει μέτρον ·| ^ε?· *— ΔΖ, καί ή γωνία 
Γ,|περ.— ΔΕ. ~ ,
ζ Ή ίδιότης αυτή πρέπει νά ήναι αντίστροφος μεταξύ τών δύο 
τριγώνων, διότι γράφονται κατά τον αυτόν τρόπον τδ έν διά μέ­
σου τού άλλου. Ούτω θέλομεν εύρη δτι αί γωνίαι Δ, Ε, Ζ, τού 
τριγώνου ΔΕΖ ' μετροΰνται διαδοχικώς ύπδ ά*  ^ε?·—ΒΓ, - στερ. 
—ΑΓ, - περ.—ΑΒ. Τώ δντι ή γωνία Δ, παραδείγματος χάριν, 
έχει μέτρον τδ τόξον ΜΙ. Τώρα ΜΙ-[-ΒΓ±=:ΜΓ-[-Β1=άπε?’ 
λοιπδν τδ τόξον Μί, μέτρον τής γωνίας Δ, = ζ- πε?· ΒΓ, καί 
ούτω διά τάς άλλας.

Σχόλιον. Πρέπει νά σημειώσωμεν δτι έκτδς τού τριγώνου ■ 
ΔΕΖ δυνατδν νά σχηματισθώσι τρία άλλα άπδ τήν κοινήν τομήν 
τών τριών τόξων ΔΕ, ΕΖ, ΔΖ. Άλλ’ ή παρούσα πρδτασις δέν 
έχει χώραν παρά διά τδ κεντρικόν τρίγωνον, τδ οποίον διακρί- 
νεται άπδ τά τρία άλλα έκ τούτου δτι αί δύο γωνίαι Α και Δ 
κεΐνται άπδ τδ ’αύτδ μέρος τής ΒΓ, αί δύο γωνίαι Β και Ε 
άπδ .τδ αύτδ μέρος τής ΑΓ, και δύο γωνίαι Γ καί Ζ άπδ τδ αύ­
τδ μέρος, τής ΑΒ*  (σχ. 228 και 227).

Διάφορα ονόματα δίδονται εις τά δύο τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ*  
ήμεΐς θέλομεν τά ονομάζει τρίγωνα πολικά.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΆ.
Λήμμα.

Δεδομένου τού τριγώνου ΑΒΓ, έάν έκ τού πόλου Α και μέ Λ 
τδ διάστημα ΑΓ γραφθή τδ τόξον τού μικρού κύκλου ΔΕΓ*  έάν 
έκ τού πόλου Β και μέ τδ διάστημα ΒΓ γραφθή παρομοίως τδ 
τόξον ΔΖΓ, και έκ τής . στιγμής Δ, δπου τά τόξα ΔΕΓ, ΔΖΓ 
τέμνονταε, άχθώσί τά τόξα μεγίστων κύκλων ΑΔ, ΔΒ*  λέγω 
δτι τδ ούτω σχηματιζόμενον τρίγωνον ΑΔΒ Θέλει έχει ολά του 
τά μέρη ίσα μέ τά τού τριγώνου ΑΓΒ. σχ. 229.
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Δ'.ότί, έκ τής κατασκευής, ή πλευρά ΑΔ—ΑΓ, ΔΒ=ΒΓ, ΑΒ 

εΤνα: κοινή· λοιπόν τά δυο ταΰτα τρίγωνα έχουν, τάς πλευράς των 
Γσας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν. Λέγω τώρα οτι αί απέ­
ναντι είς τάς ί'σας πλευράς γωνία: είναι ίσαι.

Τώ οντι, έάν ύποθέσωμεν τδ κέντρον τής σφαίρας εις Ο, ήμ- 
ποροΰμεν νά φαντασθώμεν γωνίαν στερεάν σχηματιζομένην είς 
τήν στιγμήν Ο άπδ τάς τρεις επιπέδους γωνίας ΑΟΒ, ΑΟΓ, 
ΒΟΓ· ήμπορουμεν ωσαύτως νά φαντασθώμεν μίαν δευτέραν γω­
νίαν στερεάν σχηματιζομένην άπδ τάς τρεις επιπέδους γωνίας 
ΑΟΒ, ΑΟΔ, ΒΟΔ. Και επειδή αί πλευραι του τριγώνου ΑΒΓ 
είναι ισαι με τας του τριγώνου ΑΔΒ, επεται οτι αί επίπεδοι 
γωνίας αί όποια: σχηματίζουν τήν μι*αν  τούτων τών στερεών γω­
νιών είναι ίσαι μέ τάς επιπέδους. γωνίας αί δποΐαι σχηματίζουν 
την άλλην στερεάν γωνίαν, ή κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν άλλ’ 
είς ταύτην τήν περίστασιν άπεδείχθη (23, 5) οΐι τά έπίπεδα είς 
τά δποΐα εύρίσκονται αί ίσαι γωνίαι ισάκις κλίνουν μεταξύ των 
λοιπόν αί γωνίαι του σφαιρικού τριγώνου ΔΑΒ είναι ίσαι μέ τάς 
του τριγώνου ΓΑΒ, τουτέστι ΔΑΒ = ΒΑΓ, ΔΒΑ = ΑΒΓ, καϊ 
ΑΔΒ = ΑΓΒ- λοιπδν αί πλευραι καί αί γωνίαι του τριγώνου 
ΑΔΒ είναι ίσαι μέ τάς πλευράς και τάς γωνίας του τριγώνου .

Σχόλιο ν. Η ισότης τών τριγώνων τούτων δέν είναι όμως 
απόλυτός ή επιθέσεςος ισότης, διότι αδύνατον ήθελεν είναι νά έ- 
φαρμοσωσιν ακριβώς τα- ουο τρίγωνα, έκτος εις τήν περίστασιν 
καθ ην ηθελον είναι ισοσκελή. II περί ής δ λόγος ισότης είναι 
εκείνη τήν οποίαν ώνομάσαμεν ισότητα έκ συμμετρίας, καί 
δι αυτόν τον λόγον καί τά τρίγωνα ΑΓΒ, ΑΔΒ θέλομεν ονο­
μάζει τρίγωνα συμμετρικά.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Δυο τρίγωνα επί τής αυτής σφαίρας, ή επί ίσων σφαιρών κεί­
μενα, είναι ισα καθ ολα των τά μέρη, όταν έχουν μίαν γωνίαν 
ισην περεεχομενην μεταξύ πλευρών αί δποΐαι νά ήναι ίσαι ή κάθε 
μία μέ τήν κάθε μίαν.

Εστω ή πλευρά ΑΒ=ΕΖ, ή πλευρά ΑΓ=ΕΗ, καί ή γω­
νία ΒΑΓζζζςΖΕΗ*  το τρίγωνον ΕΖΗ ήμπορεΐ νά τεθή επί του 
τριγώνου ΑΒΓ, ή επί του συμμετρικού του ΑΒΔ, καθ’ ον τρό­
πον επιτίθενται δυο ευθυγραμμα τρίγωνα έχοντα μίαν γωνίαν ίσην 
περιεχομενην μεταξύ πλευρών ίσων. Λοιπόν ολα τά μέρη του 
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τριγώνου ΕΖΗ θέλουν έΐναι ίσα ριετά του τριγώνου ΑΒΓ, τού- 
τέστιν έκτος τών τριών μερών τών υποτιθεμένων ίσων, Θέλει είναι 
ή πλευρά ΒΓ=ΖΗ, ή γωνία ΑΒΓ=ΕΖΗ, κα'ι η γωνία ΑΙΒ= 
ΕΗΖ. σχ. 230.

ΠΡΟ ΤΑΣΙ Σ ΙΓ'.

Θεώρημα.
Δύο τρίγωνα έπι της αυτής σφαίρας, ή έπι ίσων σφαιρών κεί­

μενα, είναι ίσα καθ’ ολα των τά μέρη, όταν έχουν μίαν πλευράν 
ίσην προσκειμένην εις δύο γωνίας ίσος τήν κάθε μιαν μέ τήν 
κάθε μίαν.

Διότι δυνάμεΦα νά έπιδέσωμεν τδ έν τούτων τών τριγονων 
επι του άλλου ή έπι που συμμετρικού του, ώς έκάμαμεν εις 
παρομοίαν περίστασιν διά τά εύθύγραμμμα τρίγωνα. Βλέπε 
πρότ. Ζ\ βιβλ. Αί

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ'.
Θεώρημα.

’Εάν δύο τρίγωνα έπι τής αυτής σφαίρας, ή έπι ίσων σφαι­
ρών κείμενα, ήναι ισόπλευρα μεταξύ των, θέλουν είναι ωσαύτως 
και ισογώνια, και αι ίσαι γωνίαι θέλουν είναι απέναντι τών ί­
σων πλευρών.

Τούτο είναι φανερόν έκ τής ΙΑΖ προτάσεως, οπού είδομεν δτι 
μέ τρεις δεδομένας πλευράς ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ δύο μόνον τρίγωνα 
ΑΓΒ, ΑΒΔ δυνάμεθα νά σχηματίσωμεν, διαφορετικά μέν ώς 
προς τήν θέσιν τών μερών, άλλ’ ίσα ώς προς τδ μέγεθος τών 
ιδίων τούτων μερών. Λοιπδν δύο τρίγωνα ισόπλευρα μεταξύ των 
εΐναι ή απολύτως ίσα, ή τουλάχιστον ίσα έκ συμμετρίας*  και εις 
τάς δύο περιστάσεις είναι ισογώνια, καί αί ίσαι γωνίαι είναι α­
πέναντι τών ίσων πλευρών, σχ. 229.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΈ. 
θεώρημα.

Εις κάθε σφαιρικόν ισοσκελές τρίγωνον αί άπέναντε τών ίσων 
πλευρών γωνίαι είναι ίσαι*  και άντιστρόφως, εάν δύο γωνίαι σφαι­
ρικού τίνος τριγώνου ήναι ίσαι, τδ τρίγωνον θέλει είναι ισοσκελές.

1.ον Έστω ή πλευρά ΑΒ=ΑΡ λέγω δτι Όέλει είναι ή γω­
νία Γ=Β: διότι, έάν άπδ τήν κορυφήν Α άχθη εις τήν
στιγμήν Δ, μέσον τής βάσεως, τδ τόξον ΑΔ, τά
δύο τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ, θέλουν έχει τάς] τρείς πλευράς
ίσας τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε μίαν*  τουτέστι^, ΑΔ κοινήν, ΒΔ =



175
ΔΓ, ζαί ΑΒ=ΑΓ: λοιπόν, κατά το προλαβόν Θεώρημα, τά τρίγωνα 
ταΰτα θέλουν έχει τάς γωνίας ίσας, κα! θέλε: εϊναι Β=Γ. 
σχ. 231.

2.°*  νΕστω ή γωνία Β=Γ· λέγω δτι θέλει εϊναε ΑΓ—ΑΒ: 
διότι έάν ή πλευρά ΑΒ δεν ήναι ίση τη ΑΓ, έστω ΑΒ ή με­
γαλητέρα τών δύο, άς ληφθή ΒΟ=ΑΓ, κα! άς έπιζευχθή ΟΓ, 
Αε δύο πλευρά! ΒΟ, ΒΓ, εεναε ίσαι μέ τάς δύο ΑΓ, ΒΓ*  ή 
περιέχομένη γωνία ΟΒΓ άπο τάς πρώτας εϊναε εση μέ τήν πε- 
ριεχομένην άπο τάς δευτέρας ΑΓΒ. Λοιπόν τά δύο τρίγωνα 
'ΒΟΓ, ΑΓΒ, έχουν ζαε τά άλλα των μέρη ίσα (προ. 21), επο­
μένως ή γωνία ΟΓΒ=ΑΒΓ: άλλά, έξ ύποθέσεως, ή γωνία 
ΑΒΓ=ΑΓΒ· λοιπόν ήθελεν εεναε ΟΓΒ=ΑΓΒ, δπερ αδύνατον 
αδύνατον λοεπον νά ύποτεθή ή ΑΒ διαφορετική τής ΑΒ’ αί 
πλευρά! άρα ΑΒ, ΑΓ, άπέναντε τών ίσων γωνιών Β κα! Γ, εεναε ίσαι.

Σχόλιον. Ή αυτή απέδειξες δεικνύει, ότι ή γωνία ΒΑΔ= 
ΔΑΓ, κα! ή γωνία ΒΔΑ=ΑΔΓ’ λοπον αί δύο αυται τελευ- 
ταΐαι είναι όρθαί*  άρα το άγόμενον τόξον άπο τήν κο­
ρυφήν ισοσκελούς τίνος σφαιρικού τριγώνου έπ! 
τό μέσον τής β ά σεώς του είναι κάθετον είς ταύτην 
τήν βάσιν, κα! τέμνει δίχα τήν γωνίαν τής κορυφής.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ις<
Θεώρημα.

Είς σφαιρικόν τρίγωνον τό ΑΒΓ, έάν ή γωνία Α ήναι μεί­
ζων τής γωνίας Β, ή πλευρά ΒΓ απέναντι τής γωνίας Α θέλει 
είναι μείζων τής πλευράς ΑΓ απέναντι τής γωνίας Β*  άντιστρόφως, 
έάν ή πλευρά ΒΓ είναι μείζων τής ΓΑ, ή γωνία Α θέλει είναι 
μείζων τής γωνίας Β. σχ. 232.

1 .ον 'Εστω ή γωνία Α^> Β, άς γένη ή γωνία ΒΑΔ=Β, 
θέλει είναι ΑΔ = ΔΒ (προ. 15): άλλά ΑΔ ΔΓ είναι μεΐζον 
από ΑΓ’ άντ! τής ΑΔ τεθείσης τής ΔΒ, θέλει είναι ΔΒ ΔΓ 
ή ΒΓ > ΑΓ.

2 .ον Ύποτεθείσης τής ΒΓ ΑΓ, λέγω οτι θέλει είναι ή 
γωνία ΒΑΓ μείζων τής ΑΒΓ: διότι, έάν ΒΑΓ ήτον ίση μέ ΑΒΓ, 
ήθελεν είναι ΒΓ = ΑΓ’ έάν δέ ΒΑΓ <ζ ΑΒΓ, κατά τά άποδειχθέν- 
τα, ήθελεν είναι ΒΓ <^ΑΓ  δπερ έναντιοΰται είς τήν ύπόθεσιν. 
Λοιπόν ή γωνία ΒΑΓ είναι μείζων τής ΑΒΓ.

*

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΖ'.
Θ ε ώ ρ η μ α.

Εαν αί δύο πλευρά! ΑΒ, ΑΓ, του σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ ήναι
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Ισαι μέ τάς δύο πλευράς ΔΕ, ΔΖ, του τριγώνου ΔΕΖ έπι μιας 
ίσης σφαίρας χαραγμένου, έάν εις τον αυτόν καιρόν ή γωνία Α ήναι 
μείζων τής γωνίας Δ, λέγω οτι ή τρίτη πλευρά ΒΓ του πρώτου 
•τριγώνου θέλει είναι μείζων τής τρίτης ΕΖ τού δευτέρου, σχ. 233.

Ή άπόοειξις είναι κατά πάντα δμοία μέ τήν τής προτάσεως 
Γ, βιβλ. Α'.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΠΓ. .
θ ε ώ ρ η μ α.

Έάν δύο τρίγωνα Ιπί τής αύτής σφαίρας ή έπι ίσων σφαιρών 
χαραγμένα ήναι ισογώνια μεταξύ των, θέλουν είναι και ισόπλευρα.

Έστωσαν Α και Β τά δύο δεδομένα τρίγωνα, II και Κ τά 
πολικάτων επειδή αί γωνίαι τών τριγώνων Α καί Β είναι ίσαι, 
αί πλευραι τών πολικών Π και Κ θέλουν είναι ίσαι (προ. ΙΟ): 
άλλ’ έκ του δτι τά τρίγωνα Γί καί Κ είναι ισόπλευρα μεταξύ των, 
επεται δτι είναι και ισογώνια (προ. 14)· τέλος, έκ του οτι αί 
γωνίαι τών τριγώνων II και Κ. είναι ίσαι, επεται (προ. 10) οτι 
αί πλευραι τών πολικών Α και Β είναι ίσαι. Αοιπδν τά ισογώνια 
τρίγωνα Α καί Β είναι εις τδν αυτόν καιρόν καί ισόπλευρα μεταξύ των.

Έίμπορούμεν ακόμη νά αποδείξω μεν τήν αυτήν πρότασιν χωρίς 
νά συνδράμωμεν εις τά πολικά τρίγύύνα κατά τδν ακόλουθον τρόπον.

Έστωσαν ΑΒΓ, ΔΕΖ, δύο τρίγωνα ισογώνια μεταξύ των, εις 
τρόπον ώστε Α=Δ, Β—Ε, Γ—Ζ*  λέγω ότι θέλει είναι ή πλευ­
ρά ΑΒ=ΔΕ, ΑΓ=ΔΖ,ΒΓ= ΕΖ. σχ. 234.

Έπι τής προεκβολής τών πλευρών ΑΒ, ΑΓ, άς ληφθή ΑΗ = 
ΔΕ, και ΑΘ=ΔΖ*  άς^πιζευθή ΗΘ καί ας προεκβληθώσι τά τόξα 
ΒΓ, ΗΘ, εώς ου νά συναπαντηθώσιν εις I καί 11.

Αί δύο πλευραι ΑΗ, ΑΘ, είναι, έκ τής κατασκευής ίσαι μέ 
τάς δύο ΔΖ, ΔΕ*  ή περιεχομένη γωνία ΗΑΘ—ΒΑΓ = ΕΔΖ· 
λοιπδν (πρό. 12) τά τρίγωνα ΑΗΘ, ΔΕΖ, είναι ίσα καθ’ δλα των 
τά μέρη, λοιπδν ή γωνία ΑΗΘ— ΔΕΖ= ΑΒΓ, καί ή γωνία ΑΘΗ 
=ΔΖ£ = ΑΓΒ.

Εις τά τρίγωνα ΙΒΗ, Κ/ΒΗ, ή πλευρά ΒΗ είναι κοινή, ή 
γωνία ΙΗΒ — ΗΒΚ/. και επειδή ΙΗΒ ΒΗΚ/ ίσουται μέ 
δύο δρθάς, καθώς καί ΗΒΚ' ΙΒΗ, επεται οτι ΒΗΙί' = 
ΙΒΗ. Λοιπδν τά τρίγωνα ΙΒΗ, ΗΒΐΓ, είναι ίσα (πρό. 13)· άρα 
ΙΗ = ΒΚ', καί’ΐΒ— ΗΚ'.

Παρομοίως, έπειδή ή γωνία ΑΘΗ = ΑΓΒ, συμπεραίνομεν οτι 
τά τρίγωνα ΙΓΘ, ΘΓΚ/, έχουν μίαν πλευράν ίσην προσκειμένην εις. 
δύο' γωνίας ίσας· λοιπόν είναι ίσα*  άρα ΙΘπζπΓΚ', καί ΘΚ'=ΙΓ.
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Τώρα, έάν έχ τών ίσων ΒΚ', ΙΗ, άφαιρεθώσι τά Γσα ΓΚ', ΙΘ, 

τά υπόλοιπα ΒΓ, ΗΘ, θέλουν είναι Γσα. νΑλλως ή γωνία ΒΓΑ— 
ΑΘΗ, ζαι ή γωνία ΑΒΓ:=ΑΗΘ. Λοιπόν τά τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΘΗ, 
έχουν μίαν πλευράν ίσην προσζειμένην είς δύο γωνίας ίσας*  λοιπόν 
είναι ίσα: αλλά τό τρίγωνον ΔΕΖ είναι ίσον καθ’ δλα του τά μέρη 
μέτό τρίγωνον ΑΘΗ· λοιπόν είναι ίσον και μέτό τρίγωνον ΑΒΓ, 
•και θέλει είναι ΑΒ=ΔΕ, ΑΓΔΖ, ΒΓ ζ= ΕΖ’ άρα, έάν δύο σφαι*  
ρικά τρίγωνα ήναι ισογώνια μεταξύ των, αί απέναντι πλευρά! είς 
τάς ίσας γωνίας θέλουν είναι ϊσαι.

Σ,χόλιον. II πρότασις αυτή δέν υπάρχει είς τά εύθύγραμμα 
τρίγωνα, δπου από τήν ισότητα τών γωνιών άλλο τι δέν συνάγεται 
παρά ή αναλογία τών πλευρών. ’Αλλ’ εύκολον εϊναι νά δώσωμεν 
λόγον τής τοιαύτης διαφοράς ήτις κατά τούτο υπάρχει μεταξύ τών 
εύθυγράμμων και σφαιρικών τριγώνων. Είς τήν παρούσαν πρότασιν, 
καθώς και είς τάς προτάσεις ΙΒ', ΙΓ', ΙΔ' και ΙΖ', εις τάς όποιας 
γίνεται λόγος περί τής συγκρίσεως τών τριγώνων, λέγομεν έκφραστι- 
κώς (βχρΓΟδδοηιοηΐ) δτι τά τρίγωνα ταυτα είναι χαραγμένα έπι τής 
αυτής σφαίρας ή έπι ίσων σφαιρών. Τώρα τά δμοια τόξα είναι ανάλο­
γα τών αχτίνων λοιπον έπι ίσων σφαιρών, δύο τρίγωνα δέν ήμπορουν 
νά ήναι δμοια χωρίς νά ήναι Γσα. Δέν είναι λοιπον θαυμαστόν δτι ή 
ίσότης τών γωνιών συνεπιφέρει τήν ισότητα τών πλευρών.

Δέν ήθελεν είναι τό αυτό εάν τά τρίγωνα ήσαν χαραγμένα έπι ανί­
ατων σφαιρών. Τότε διά τήν ισότητα τών γωνιών, τά τρίγωνα ήθελον 
είναι δμοια, και αί ομόλογοι πλευρά! ήθελον είναι μεταξύ των ώς 
αί άσζτινες τών σφαιρών. (I)

(1) Ε?ς τήν ΚΓ' τφότασιν του έ. ββλίρυ άπεδείχθη οτι εάν δύο στερεαί 
γωνίαι σύγκεινται από τρεις επιπέδους γωνίας ϊσας τήν κάθε μίαν με τήν χά­
βε μίαν, αί κλίσεις των επίπίοων είς τα όποια εύρίσκονται αί ϊσαι γωνίαι, είναι ϊσαι με­
ταξύ των. Τώ,οα είναι αληθής καί ή αντίστροφος : ϋηζαίή, έάν τά επίπεδα ίύο τριέ­
δρων στερεών γωνιών ισάκις κλίνουν μεταξύ των, αί επίπεδοι γωνίαι αί όποϊαι εύ~ 
ρίσκονται είς τά επίπεδα τών όποιων ή κλίσις είναι ίση είς τάς δύο στερεάς 
γωνίας, θέλουν ευαι παρομοίως ϊσαι ( βλέπε διά τήν άπόδειξιν τής αντιστρόφου 
ταύτης προτάσεως (Ιβδ ΓβοίρΓΟψίβδ άβ Ια (τβοπιβίπβ ρ3Γ Μ. 6απιΐοΓ) τούτου τεθέν- 
το;, όταν δύο τρίγωνα επί τής αυτής σφαίρας η επί ϊσωυ σφαιρών ήναι ισο­
γώνια, όταν δηλαδή αί κλίσεις τών επεπέδων ή τών εδρώντών πυραμίδων τών 
οποίων βάσεις είναι τά παραβαλλόμενα τρίγωνα, ηναι ϊσαι ή κάθε μία μέ τήν 
κάθε μιαν, τότε αί επίπεδοι γωνίαι αί όποϊαι σχηματίζουν τήν πρώτην στερεάν 
γωνίαν ει,αι ϊσαι μέ τάς επιπέδους γωνίας αί όποϊαι σχηματίζουν τήν δευτέ- 
ραν στερεάν γωνίαν καί έπειδή αί επίπεδοι γωνίαι εϊναί ϊσαι, άκονυθεϊ ότι τά 
πόςα τά οποία μ.ετροΰν ταύτας τάς γωνίας η αί π)·ευραί τών σφαιρικών τριγώνων 
ειναιϊσα το κάθε εν με τό κάθε εν, όταν ήναι χαραγμένα επί τής αυτής σφαίρας 

επί ϊσων σφαιρών- ανάλογα δε τών αχτίνων ότανηναι 'χαραγμένα επί άνίσων σφαι­
ρών διότι τότε μετρούντα γωνίας είς τό χέντρον ϊσας, είναι όμοια^ καί τά όμοια τό­
ξα διναι πρϊς αλληλκ ώς αί άκτϊνις Ο. Μ.

12
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Π ΡΟΤΑ XIX Ιθ'.

Θεώρημα.
Τό άθροισμα τών γωνιών κάθε σφαιρικού τριγώνου είναι μι 

κρότερον από έξ και μεγαλήτερον από δύο όρθάς.
Διότι 1 κάθε γωνία παντός σφαιρικού τριγώνου είναι μικρο- 

τέοα από δύο ορθών (βλέπε τό έξης σχόλιον)*  λοιπόν τό 
άθροισμα τών τριών γωνιών είναι μικρότερον έξ ορθών.

2.0> Τό μέτρον έκάστης. γωνίας παντόσ σφαιρικού τριγώνου 
είναι ίσον μέ τήν ημιπεριφέρειαν μέίον ή αντιστοιχούσα πλευρά 
τού πολικού τριγώνου (πρό. 10)*  λοιπόν τό άθροισμα τών τριών 
γωνιών έχει μέτρον τρεΐς ήμιπεριφερείας μεΐον τό άθροισμα τών 
πλευρών τού πολικού τριγώνου. Τώρα τό τελευταΐον τούτο άθροισμα 
είναι- μ,ικρότερον περιφέρειας (προ. 4)*  λοιπόν, έάν άφαιρέσωμεν 
τό τοιούτον άθροισμα από τρεΐς ήμιπεριφερείας, επειδή άφαιρού- 
μεν ποσότητα μικροτέραν περιφέρειας, τό υπόλοιπον Θέλει είναι 
μείζον, ήμιπεριφερείας, ή'τις είναι τό μέτρον δυο ορθών γωνιών*  λοι- 
.πόν 2.ον τό άθροισμα τών τριών γωνιών παντός σφαιρικού τρι­
γώνου είναι μεΐζον δύο ορθών.

Πόρισμα Τό άθροισμα τών γωνιών τού σφαιρικού τρι­
γώνου δεν είναι σταθερόν, ώς τό τών εύθυγράμμων τριγώνων*  αλλά 
μεταβάλλεται από δύο όρθάς γωνίας έως έξ, χωρίς ούτε μέ τό 
εν ούτε μέ τό άλλο δρεον νά ήμπόρήνάγένη ίσον. Ουτω δύο γω- 
νίαι δεδομέναι δέν κάμνουν γνωστήν τήντρίτην. *Ζ

Πόρισμα Ιί. Τρίγωνον σφαιρικόν ήμπορεΐ νά έχη δύο ήτρεΐς 
όρθάς γωνίας, δύο ή τρεΐς αμβλείας.

Έάν τό τρίγωνον ήναι δισορθογώνιόν, τούτέστιν έχη δύο 
τών γωνιών του Β και Γ όρθάς, ή κορυφή Α θέλει είναι δ πόλος 
τής βάσεως ΒΓ (πρό. 6)*  καί αί πλευραι ΑΒ, ΑΓ, θέλουν εί­
ναι τεταρτημόρια, σχ. 235.

Έάν δέ και ή γωνία Α ήναι ορθή, τδ τρίγωνον ΑΒΓ θέλει 
είναι τρισορθογώνεον, ολαι του αι γωνίαι θέλουν είναι όρ- 
θαί καί αί πλευραί του τεταρτημόρια. Τό τρισορθογώνιον τρίγωνον 
περιέχεται οκτώ φοραΐς εις τήν επιφάνειαν τής σφαίρας· τούτο 
γίνεται φανερόν άπό τό σχήμα 236, υποτιθεμένου τού τόξου 
ΜΝ ίσου μέ τεταρτημόριον.

Σχόλιον. Εις τά προηγούμενα, συμφώνως μέ τον ς ορι­
σμόν, ύποθέσαμεν δτι τά σφαιρικά τρίγωνα έχουν πάντοτε τάς πλευράς 
των μικροτέρας τής ήμιπεριφερείας*  τότε έπεται δτι αί γωνίαι είναι 
πάντοτε-μικρότεραιδύο ορθών: διότι, έάν ή πλευρά ΑΒ ήναι μικροτέρα 
τής ήμιπεριφερείας, καθώς καί ή ΑΓ, τά τόξα ταύτα πρέπει νάπροεκ- 
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βληθούν καί τά δύο οιά νά συναπαντηθούν είς Δ. Τώρα αί δύο γωνίαι 
ΑΒΓ, ΓΒΔ, δμού ληφθεΐσαι, κάμουν δύο δρθάς· λοιπδν ή γωνία ΑΒΓ 
μδνη της είναι μικρότερα δύο ορθών, σχ. 224.

ΙΙαρατηοούμεν δμως δτι υπάρχουν σφαιρικά τρίγωνα, τών δποίων 
μερικαί πλευραι είναι μεγαλήτεραι της ήμιπεριφερείας, καί μερικαί 
γωνίαι μεγαλήτεραι δύο ορθών· διδτι έάν προεκβληθή ή πλευρά ΑΓ 
άκεραίαν περιφέρειαν ΑΓΕ, δ τι μένει, άφ’ ου άπδ τδ ημισφαίριου 
άφαιρεθή τδ τρίγωνον ΑΒΓ, εΐναι νέον τρίγωνον, τδ δποΐον ήμπορεϊ 
νά σημειωθή ωσαύτως διά ΑΒΓ, καί του δποίου αί πλ-υραί είναι ΑΒ, 
ΒΓ, ΑΕΔΓ. Βλέπομεν λοιπδν ίτι ή πλευρά ΑΕΔΓ είναι μείζων τής 
ήμιπεριφερείας ΑΕΔ*  άλλ’ είς τδν αύτδν καιρόν ή είς Β απέναντι, γω­
νία υπερέχει δύο δρθάς κατά τήν ποσότητα ΓΒΔ.

Ό λδγος οέ διά τδν δποΐον άπεκλείσαμεν άπδ τδν δρισμδν τά τρί­
γωνα τών δποίων αί πλευραι καί αί γωνίαι είναι .τοιούτου μεγέθους, 
εϊναι δτι ή λύσις των ή ή προσδιδρισις τών μερών των άνάγεται πάν­
τοτε είς τήν λύσιν τών τριγώνων τά δποΐα περικλείονται είς τδν δρισμδν. 
Τώ δντι βλέπομεν ευκόλως δτι έάν αί γωνίαι καί αί πλευραι τού. τρι­
γώνου ΑΒΓ είναι γνωσται, άμέσως γίνονται γνωσται αί γωνίαι καί 
αί πλευραι του τριγώνου του ίδιου δνδματος τδ δποΐον είναι τδ υπό­
λοιπον του ημισφαιρίου.

' ΠΡΟΤΑΣΙΣ Κ'.

Θεώρημα.

Ό άτρακτος ΑΜΒΝΑ είναι πρδς τήν επιφάνειαν τής σφαίρας ώςή 
γωνία Μ ΑΝ τούτου τού άτράκτου είναι πρδς τέσσαρας δρθάς, ή ώς τδ 
τδξον ΜΝ μέτρον ταύτης τής γωνίας πρδς τήν περιφέρειαν, σχ. 236.

"Άς ύποθέσωμεν κατά πρώτον δτι τδ τδξον ΜΝ είναι πρδς 
τήν περιφέρειαν ΜΝΠΚ εις λδγον συμμετρικδν, φερ’ είπεΐν, ώς 
5 πρδς 48. Διαιροΰμεν τήν περιφέρειαν ΜΝΠΚ είς 48 ίσα μέρη, 
έκ τών δποίων ΜΝ Θέλει περιέχει 5*  ένδνο’/τες έπειτα τδν πδ- 
λον Α καί τά σημεία τής διαιρέσεως διά τεταρτημόριων περι­
φέρειας, θέλομεν έχει 48 τρίγωνα είς τδ ήμισφαίριον ΑΜΝΙΙΚ, 
τά δποΐα θέλουν είναι ίσα μεταξύ των, ώς έ'χοντα δλα των τά 
μέρη ίσα. Ή δλη σφαίρα θέλει περιέχει λοιπδν 96 τοιαύτα μερι­
κά τρίγωνα, δ δέ άτρακτος ΑΜΒΝΑ 10*  λοιπδν δ άτρακτοςείναι 
πρδς τήν σφαίραν ώς 10 πρδς 96, ή ώς'5 πρδς 48, τουτέ- 
στιν ώς τδ τδξον ΜΝ πρδς τήν περιφέρειαν.

Έάν τδ τδξον ·ΜΝ δέν ήναι συμμετρικδν μέ τήν περιφέρειαν, 
διά του αυτού συλλογισμού τού δποίου ήδη ειδομεν πολλά παραδείγ-

12*  
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ματα, ήθέλαμεν αποδείξει δτι δ άτρακτος είναι πάντοτε πρός 
τήν σφαίραν ώς τδ τόξον Ά1Ν πρδς τήν περιφέρειαν. ι

Πόρισμα Α'. Δύο άτρακτοι είναι μεταξύ των ώς αί Γδιαί 
των γωνίαι.

Μ ο ρ ι σ μ α Β'. Είδομεν ήδη δτι δλη ή επιφάνεια τής σφαίρας" 
ισοΰται μέ οκτώ τρισορθογώνια. τρίγωνα (προ. 19)*  έάν λοιπδν τδ 
εμβαδόν ένδς τούτων τών τριγώνων ληφθή ώς μονάς, ή επιφάνεια 
τής σφαίρας ίέλει παρρησιασθή διά 8. Τούτου τεθέντος, ή έπι- 

φάνεα τού ατράκτου του οποίου ή γωνία είναι Α θέλει έκφρασθή 
διά 2 Α (έννοουμένου όμως δτι ή γωνία Α έκτιμάται έπι τής ορθής 
λαμβανομένης. ώς μονάδος)*  διότι.έχομεν 2Α: 8 :: Α : 4. Έδώ λοι­
πόν είναι δύο διαφορετικά! μονάδες*  ή μία διά τάς γωνίας, και 
είναι ή ορθή*  ή άλλη διά τάς επιφάνειας, και είναι τδ τρισορθογώνιοζ- 
τρίγωνον, ή τδ σφαιρικόν τρίγωνον τού οποίου δλαι αί γωνίαι είναι·, 
δρθαι, και αί πλευρά! τεταρτημόρια περιφέρειας.

Σ χ ό λιο ν/Ο σφαιρικός ό'νυξ δ περιεχόμενος ύπδ τών επιπέδων 
ΑΜΒ, ΑΝΒ, είναι πρδς το ολον στερεδν τής σφαίρας ώς ή γωνία Α 
πρδς τέσσαρας δρθάς*  διότιδταν οί άτρακτοι ήναι ίσοι, οι σφαιρικοί όνυ­
χες είναι παρομοίως ίσοι: λοιπόν δύο σφαιρικοί.δνυχες είναι μεταξύ των 
ώς αί σχηματιζόμεναι γωνίαι άπδ τά έπίπεδα οπού τούς περιέχουν. (1

4 ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΑ'.

Θεώρημα.
Δύο σφαιρικά συμμετρικά τρίγωνα είναι ίσα κατά τήν επιφάνειαν.. 
νΕστωσαν ΑΒΓ, ΔΕΖ δύο συμμετρικά τρίγωνα, τούτέστι δύο 

τρίγωνα τά δποΐα έχουν τάς πλευράς ίσας, ΑΒ = ΔΕ, ΑΓ = ΔΖΤ 
ΓΒ =-ΕΖ, και τών οποίων δμως είναι αδύνατος- ή έπίθεσις*  λέγω 
οτι ή επιφάνεια ΑΒΓ είναι ίση μέ τήν επιφάνειαν ΔΕΖ. σχ. 237.

(1) *Η  αυτή άναΑο'/ία ήτίς ύπάοχ^ί/ζεταξύ τού ατράκτου καί τής έπιυανείας τή/ 
Ο^αίρας ύπά^οχεί μεταξύ του σίΡα^οίχού ονυχος καί τού στερεού τής σφαίρας- 
■διότι έν ω, υποτιθέμενου τού λόγου τού τόξου ΜΝ- πρός τήν ^λ^ν περιφέρειαν 
άς 5 πρός 48, άποόείκνύο/Λεν οτι ή όλη σφαίρα περιέχει 96 τρίγωνα, έν ω σ 
άτρακτος 10, βλέπομεν ένταυτώ ότι τό ολον στερεόν τής σφαίρας περιέχει 96 
ισας σφαιρικάς πυραμ.ίόας,. έν ω ό σφαιρικός ονυξ του όποιου βάσις είναι ό παρα­
βαλλόμενος μέ τήν επιφάνειαν τής σφαίρας άτρακτος περιέχει 10, λοιπόν ό οτ?α«- 
ρικός ονυξ όστις έχει οιά βάσιν τούτον τόν άτρακτονείναι πρός τό ολον στε­
ρεόν τής σφαίρας ως 10 πρός 96 ή ώς 5 πρός 48, τουτέστιν ως ή γωνία Α 
πρός^τέσσαρας όρθάς- καί ή αυτή ή αναλογία υπάρχει έάν ή γωνία Α οέν είναι 
εις λόγον συμμετρικόν μέ τάς τέσσαρας όρθάς' άπό άλλο μέρος είδομεν ότι τό 
τρισορθογώνιον τρίγωνον περιέχεται οκτώ φοραΐς εις τήν επιφάνειαν τής σφαί­
ρας· άλλ’ ευκόλως βλέπομεν ακόμη ότι ή πυραμίς ήτις έχει όιά βάσιν τό τρι· 
σορΟογώνιον τρίγωνον περιέχεται εις τό ολον στερεόν τής σφαίρας οκτώ ^οραϊς- 
εάν λοιπόν ή πυραμίς αυτή ληγθή' ως μονάς^ τό στερεόν τής σφαίρας Ζέλει 
Ικγρασθή όιά 8. "Αρα ό σφαιρικός ονυξ τού οποίου ή γωνία είναι Α 'ίκ^ρά^εται 
νιά 2Α. Καί εις άλλος τοΰ οποίου ή γωνία είναι Β 3έλει έκορασθή έια 2Β. 
λ$£πδν ό πρώτος πρός'^ ϊόν δεύτερον :: Α : Β. Ο. Μ,
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Εστω Π ο'πόλχ τσΰ μιχρου χόχλου 5στις διέρχεται διάτων 

τριών σημείων Α, Β, Γ (I)- άπδ τήν στιγμήν ταύτην άς άχδώσι 
τά ίσα τόξα (πρό. 6) II Α, ΠΒ, ΠΓ· εις τήν στιγμήν Ζάςγένη 
ή γωνία ΔΖΚ=ΑΓΠ, τδ τόξον ΖΚ.= ΓΠ, ζαί άς ένωδώσι 
ΑΚ, ΕΚ.

Αί πλευραί ΔΖ, ΖΚ, είναι ίσαι μέ τάς πλευράς ΑΓ, ΓΠ, ή 
γωνία ΔΖΚ = ΑΓΗ' λοιπδν τά δυο τρίγωνα ΔΖΚ, ΑΓΙΙ είναι 
ίσα ζαΘ’ όλα των Ά μέρη (πρό. 12)· λοιπδν ή πλευρά ΔΚ= 
ΑΤΙ, ζαι ή γωνία ΔΚΖ=ΑΠΓ.

Είς τά προτεΟέντα τρίγωνα ΔΖΕ, ΑΒΓ επειδή αί γωνίαιΔΖΕ, 
ΑΓΒ, άπέναντι τών ίσων πλευρών ΔΕ, ΑΒ είναι ίσαι (πρό. 11), 
έάν άφαιρεθώσιν απ’ αυτάς αί γωνίαι ΔΖΚ, ΑΓΙΙ ίσαι έζ της 
χατασζευής, μένει ή γωνία ΚΖΕ ίση μέ τήν ΠΓΒ. Άλλως αί 
πλευραί ΚΖ, ΖΕ, είναι ίσαι μέ τάς πλευοάς ΠΓ, ΓΒ" λοιπδν τά 
δύο τρίγωνη ΖΚΕ, ΠΓΒ, είναι ίσα ζαθ' δλα των τά μέρη* * λοι­
πόν ή πλευρά ΚΕ = ΠΒ, και ή γωνία ΖΚΕ = ΓΠΒ.

(1) Ό χύζ/ο; δττις διέρχεται διά τών τριών σηαίίων Α, Β, Γ, η οττις π<’ 
ριγράγεται είς τό τρίγωνον ΑΒΓ, ίέν ηαπο^ει νά ηναι παρά μιαρός χύκλο; τής 
νραίρας διότι, έάν ητο μέγιστος, αί τρεις πλευραί ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ, ηθβλον χ«<>- 
ται είς τό αυτό επίπεοον, χαί τδ τρίγωνον ΑΒΓ ηθεζεν άχθη είς μίαν τών 
πλευαών των. (Σημείωσις τού Συγγ ραρέως}

Ό λόγος οιά τδν υ.χοϊον όταν υποτεθή οτι ό διερχόμενος χύχ)ο; δίά τώ* 
τριών σημείων Α, Β, Γ είναι μέγιστος, αί τρεις πλευραί ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ, βρίσκον­
ται είς τδ αυτό επίπεδον, είναι δ άχόζουθο;.

*Οταν ύποτεθη οτι ό διεργόμενος χΰχλος διά Α, Β, Γ είναι μέγιστος, τό κέν­
τρο* τούτου τού ζύχλου είναι τό χέντρον ττ,ς σγχίρχς· ζαί επειδή τό χίντρα* 
τούτο είνρίτχεται είς χαΟέν τών επιπέδων τά όποια πΐ.τιέχουν τα.ς πλευράς 
ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ· επεται δτι ζαθέν τούτων τών έπιπέδων ηθελίν εχίΐ τρία, χοινοι 
οτιρζϊχ μ,ή ζπευθείας ρε τδ έπίπεδον τού δι&ρχορΛνου χόχλου δια Α, Β, Γ· χαί 
επειδή όταν εν επίπεδον εχει τρία χοινα ση/χεΐα με εν άλλο ταυτίζεται μϊ αυ­
τό, επεται ότι τά τρία επίπεδα τά όποια περιέγουν τάς τρεϊς πζευοά$-ΆΒ, ΒΓ, 
ΑΓ ηθεζον ογηματιζει εν μόνον έπίπεδον μ'ι τδ επίπεδον τού διερχομένου 
χύχύου διά Α, Β, Γ· αί τρεις "λοιπδν πλευραί ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ χ^'λον τώ δυτι εό- 
ρίτχεοθαι ε>ς τδ χυτό επίπεδον- πλην τότε βΐν σχηματίζουν τρίγωνον. Ο. Μ.

Έάν τώοα παοατηρήσωμεν οτι τά τρίγωνα ΔΖΚ, ΑΓΙΙ, τα 
■ύποΐα έχουν τάς πλευράς των ίσας τήν .κάθε μίαν μέ τήν κάθε 
μίαν, είναι έν ταυτω ισοσκελή, βλέπομεν οτι ήμπορούν νά έπιτε- 
Όώσι και εντελώς νά έ©αρμόσωσΓ διότι, άφ’ ου τεθή ή ΠΓ έπι 
τής ίσης μέ αυτήν ΚΖ, ή πλευρά ΠΑ θέλει πέσει επί τής ίσης 
μέ αυτήν ΚΔ, καί ουτω τά δύο τρίγωνα θέλουν ταυτισθή εις έν 
μόνον*  λοιπόν είναι ίσα, ζαί διά τούτο ή έπιτάνεια ΔΚΖ=ΑΠΓ- 
Διά λόγον παρόμοιον ή έπιοάνεια ΖΚΕ=Γί1Β, καί ή έπψάνεια 
ΔΚΕζςζ:ΑΙΙΒ; λοιπόν έχομεν ΔΚΖ-ψ-ΖΚΕ — ΔΚΕ = ΑΠΓ4~
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ΓΠΒ—ΑΠΒ· ή ΔΖΕ=ΑΒΓ· λοιπδν τά δύο συμμετρικά τρίγωνα 
ΑΒΓ, ΔΕΖ, εΐναι ίσα κατά τήν επιφάνειαν. (1)-

Σχόλιον. Δυνατόν είναι οί πόλοι Π καί Κ νά εύρεθούν εντός 
τών τριγώνων ΑΒΓ, ΔΕΖ*  τότε πρέπει νά προστεθούν τά τρία 
τρίγωνα ΔΚΖ, ΖΚ.Ε, ΔΚΕ, διά νά πρόκυψη τό τρίγωνον ΔΕΖ, 
και παρομοίως τά τρία τρίγωνα ΑΠΓ, ΓΠΒ, ΑΠΒ, διά νά πρό­
κυψη τό τρίγωνον ΑΒΓ*  άλλως ή άπόδειξις και ή συνέπεια ήθε- 
λον είναι αί αύται.

(1) *Η αυτή άπόοειξις δεικνύει Οτι ή πυραμίς ητις εχ:ί βάσιν τδ τρίγωνον 
ΑΒΓ είναι ϊση κατά τήν στερεότητα />■£ τήν πυσα/χίό'α τή$ οποίας βάσις είναι 
τδ τρίγωνον ΑΕΖ. Ο. Μ.

(2) Ό σωαι^ικδς ό'νυξ του οποίου ή γωνία είναι ΒΟΔ μοιράζεται είς ούο 
βφαιριχάς πυραμίδας βάσεις τών οποίων είναι τά τρίγωνα ΒΟΔ, ΒΔΝ· τώρα 
ή πυραμίς ητις εχει βάσιν τό τρίγωνον ΒΔΝ ίσοδυναμ.εϊ μΐ τήν πυραμίδα της 
όποιας βάσις είναι τό τρίγώνον ΑΟΓ (βλέπε τήν ανωτέρω σηαείωσιν)· Λοιπόν 
τδ άθροισμα τών £ύο πυραμίδων αί οποΐαι συγκροτούν τον σφαιρικόν ίνυχα 
ίσοδυναυεϊ μϊ τδ άθροισμα τών πυραμίδων βάσεις τών οποίων είναι τά τρί- 
γωνα ΑΟΓ, ΒΟΔ. Ο. Μ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΒ'.

Θεώρημα.

Έάν δύο μέγιστοι κύκλοι ΑΟΒ, ΓΟΔ τέμνωνται οπωσδήποτε 
εις τό ήμισφαίριον ΑΟΓΒΔ, τό άθροισμα τών κατά κορυφήν 
τριγώνων ΑΟΓ, ΒΟΔ, θέλει είναι ίσον μέ τον άτρακτον τού όποιου 
ή γωνία είναι ΒΟΔ; σχ. 238.

Διότι, προεκβληθέντων τών τόξων ΟΒ, ΟΔ, εις τό άλλο η­
μισφαίριου έως ού νά συναπαντιθώσιν είς Ν, ΟΒΝ, καθώς και 
ΑΟΒ, θέλει είναι ημιπεριφέρεια· μετά τήν άφαίρεσιν και άπό τά 
δύο μέρη τής ΟΒ, Θέλει προκύψει ΒΝ=ΑΟ. Διά λόγον παρό­
μοιον ΔΝ=ΓΟ, καί ΒΔ=ΑΓ*  λοιπόν τά δύο τρίγωνα ΑΟΓ, 
ΒΔΝ, έχουν τάς τρεΐς πλευράς των ίσας· άλλως-ή θέσις των 
είναι τοιαύτη ώστε είναι συμμετρικά τό εν τού άλλου*  λοιπόν 
είναι ίσα κατά τήν επιφάνειαν (προ. 2 Γ), και τό άθροισμα τών 
τριγώνων ΑΟΓ, ΒΟΔ, ίσοδυναμεΐμέ τον άτρακτον ΟΒΝΔΟ τού 
οποίου ή γωνία είναι ΒΟΔ.

Σχόλιον. Φανερόν είναι οτι αί δύο σφαιρικά! πυραμίδες βά­
σεις τών οποίων είναι τά τρίγωνα ΑΟΓ, ΒΟΔ, δμού ληφθεΐσαι 
ίσοδυναμούν μέ τον σφαιρικόν όνυχα τού οποίου ή γωνία είναι 
ΒΟΔ. (2)
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ΠΡΟΤ ΑΣΙΣ ΚΓ. 
0 ε ώ ρ η μ α.

Ή επιφάνεια δποιουδήποτε σφαιρικού τριγώνου έχει μέτρον τήν 
διαοοράν δύο ορθών άπδ τδ άθροισμα τών τριών γωνιών του.

Έστω ΑΒΓ τδ προτεθέν τρίγωνον*  άς προεζβληθώσιν αι πλευ-, 
ραί του έως ου νά συναπαντήσωσι τδν έζτδς του τριγώνου δπως 
δήποτε ήγμένον μέγιστον ζύζλον ΔΕΖΗ. Δυνάμει του προλα- 
βόντος θεωρήματος, τά δυο τρίγωνα ΑΔΕ, ΑΗΘ, δμού ληφθέντα, 
ισοδυναμουν μέ τδν άτραζτον του οποίου ή γωνία είναι Α, ζαί 
δστις έχει μέτρον 2Α (προ. 20): ουτω Θέλει είναι ΑΔΕ-)~ΑΗΘ 
=2Α*  διά λόγον παρόμοιον ΒΗΖ-|-ΒΙΔ=2Β, ΓΙΘ-|-'ΓΖΕ= 
2Γ. Αλλά τδ άθροισμα ■ τούτων τών τριγώνων υπερέχει τδ ή- 
μισφαίριον τδ διπλάσιον του τριγώνου ΑΒΓ*  άλλως τδ ήμισφαί- 
ριον παριστάνεται διά 4*  λοιπδν τδ διπλάσιον του τριγώνου ΑΒΓ 
είναι ίσον μέ 2Α 2Β + 2Γ — 4, ζ^Ι επομένως ΑΒΓ= 
Α—Β—{—Γ—-2*  λοιπδν ζάθε σφαιριζδν τρίγωνον έχει μέτρον τδ 
άθροισμα τών γωνιών του μεΐον δύο όρθάς γωνίας, σχ. 239.

(1) Εις τό 8 σ^ό).ιον τής προλαβούσης προτάσεως έσηαειώ0η ότι τό 
άθροισμα τών δύο πυραμίδων αί όποϊαι έχουν διά βάσεις τά κατά 
κορυφήν τρίγωνα τά όποια σχηματίζονται όταν δύο μέγιστοι κύκλοι τέ- 
μνωνται εις τό ημισφαίριου, ίσοδυναμεϊ μέ τον σφαιρικόν 'όυυχα τού 
οποίου η γωνία είναι ή κατά κορυφήν γωνία τών τριγώνων· επειδή δέ 
ή στεοεότη; τού δνυγος εκφράζεται διά τού διπάασίου τής γωνίας του, 
ακολουθεί ότι το άθροισμ,α τών είρημένων πυραμίδων εχ^ει μέτρον τό 
διπλάσιον τής ιδίας γωνίας. Τούτου τεθέντος διά της αυτής άποδείξεως 
μέ τήν οποίαν άπο^εικυύεται οτι ή επιφάνεια έ/ός τριγώνου έ'^ει μέτρον 
τήν ύπεροχήν τού αθροίσματος τών τριών γωνιών των επάνω εις όνο 
όρθάς, άπο^εικυύεται ενταύτώ ότι ή; ^τερεότ^ς τής π'υραμιίο; ήτις ε'/ει 

Π δ ρ ι σ μ α Αζ. Όσαι δρθαι γωνίαι εις τούτο τδ μέτρον πε­
ριέχοντας άλλα τδσα τρισορθογώνια τρίγωνα ή δγδοα μέρη τής 
σφαίρας τά δποΐα είναι ή μονάς τής. έπιφανείας (προ. 20), τδ 
προτεθέν τρίγωνον περιέχει. Έάν, φερ’ είπεΐν, έζάστη τών γω­
νιών είναι 4 όρθής, τότε αί τρεΐς γωνίαι ισοδυναμουν μέ 4 
όρθάς, ζαι τδ προτεθέν τρίγωνον παριστάνεται διά 4—2 ή 2’ 
λοιπδν θέλει είναι ίσον μέ δύο τρισορθογώνια τρίγωνα. .

Π ό ο ι σ μ α Β\ Τδ σφαιριζδν τρίγωνον ΑΒΓ ισοδύναμε! μέ 
, „ ? ζ <> / ~ Α-|—Β—|-Γ λ > ' <■τον άτραζτον του οποίου η γωνία είναι----- ------ - 1 ομοίως η

σφαιριζή πυραμις, τής οποίας ή βάσις είναι ΑΒΓ, ισοδύναμε! μέ 
ι \ ν ζ Α—Β—|~Γ . /. χ

τδν σφαιρικόν όνυχα του οποίου η γωνία είναι ------------ ι (ι)
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Σχόλιον. Εις τόν αυτόν καιρόν δπου παραβάλλεται τό σφαιρι­

κόν τρίγωνον ΑΒΓ μέ τό τρισορθογώνιον, ή σφαιρική πυραμις 
ήτις έχει βάσιν ΑΒΓ παραβάλλεται μέ τήν τρισορθογώνιον πυ­
ραμίδα, και προκύπτει ή αυτή αναλογία. Ή στερεά γωνία εις 
τήν"κορυφήν τής πυραμίδος παραβάλλεται ωσαύτως μέ τήν στε­
ρεάν γωνίαν τής τρισορΘογωνίου πυραμίδος: τώ οντι ή συγκρι- 
σις στερεόνεται διά τής εφαρμογής των μερών. Τώρα εάν αί 
βάσεις τών πυραμίδων έφαρμοζωσι, φανερόν ότι και αύται αί 
πυραμίδες έφαρμόζουσι, καθώς και αι εις τήν κορυφήν των στερεαι 
γωνίαι*  εντεύθεν προκύπτουσι πολλά! συνέπεεαι.

ράσιν τό τρίγωνον ΑΒΓ έ/ει μέτρον τήν ιδίαν ποσότητα. Π μόνη δια­
φορά είναι ότι ό αυτός αριθμός εκφράζει εις τήν πρώτην περίστασιν 
μονάδας τρισορΘογωνίου τριγώνου, και εις τήν δευτέραν μονάδας στε­
ρεού. Ζητούντες τώρα μέ ποιον όνυ^α ή πυραμις ΑΒΓ Ισοδυναμεΐ, πρέ­
πει νά χάμωμεν τήν αναλογίαν Α~|-ΒφΓ— 2:8: : X 69ίν X

____________—~ .... —1 ο μ 
δ_______2

1.0ν Δύο σφαιρικά! τριγωνικά! πυραμίδες είναι μεταξύ των ώς 
αί βάσεις των*  και' επειδή πολυγωνική πυραμις ήμπορεΐ νά μοι*  
ρασθή εις πολλάς τριγωνικάς πυραμίδας, έπεται ότι δύο δποιαιδήποτε 
σφαιρικαι πυραμίδες είναι μεταξύ των ώς τά πολύγωνα, τά ό­
ποια χρησιμεύουν εις αύτάς ώς βάσεις.

2.ον Αί εις τήν κορυφήν τών ίδιων πυραμίδων στερεαι γωνίαι 
είναι επίσης εις τήν αναλογίαν τών βάσεων*  λοιπόν διά νά συγ- 
κρίνωμεν δύο δποιασδήποτε στερεάς γωνίας, πρέπει νά θέσωμεν 
τάς κορυφάς των εις τό κέντρον δύο ίσων σφαιρών, και αί στερεά! 
αυται γωνίαι θέλουν είναι μεταξύ των ώς τά πολύγωνα τά ά- 
ποχωριζομενα μεταξύ τών έπιπέδων ή εδρών των.

Ή εις τήν κορυφήν τής τρισορΘογωνίου πυραμίδος γωνία σχη­
ματίζεται από τρία επίπεδα κάθετα μεταξύ των*  ή γωνία αύτη 
ήτις ήμπορεΐ νά δνομασθή όρθήστερεά γωνία, είναι πολλά 
αρμόδια διά νά χρησιμεύση ώς μονάς μέτρου εις τάς στερεάς 

* γωνίας. Τούτου τεθέντος, δ αυτός αριθμός δστις δίδει τό εμ­
βαδόν ένδς σφαιρικού πολυγώνου θέλει δώσει τό μέτρον τής άντικει- 
μένης στερεάς γωνίας. ’Εάν, φερ’ ειπεΐν, τδ εμβαδόν του σφαιρικού 
πολυγώνου ήναι -, τουτέστι τά του τρισορΘογωνίου τριγώνου, 
ή άντικειμένη στερεά γωνία θέλει είναι ωσαύτως τά ~ τής ορθής 
στερεάς γωνίας.
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΔ'.

Θ ε ώ ρ η μ α.
ΤΙ επιφάνεια παντός σφαιρικού πολυγώνου έχει μέτρον τδ ά­

θροισμα τών γωνιών του μεΐον τδ γινόμενον δύο ορθών γωνιών 
έπι τον αριθμόν τών πλευρών του πολυγώνου ελαττωμένου χα- 
τά δύο.

’Απδ τήν αύτήν κορυφήν Α άς άχθώσιν εις ολας τάς άλλας 
κορυφάς αί διαγώνιοι ΑΓ, ΑΔ*  τό πολύγωνον ΑΒΓΔΕ θέλει 
μοιρασθή εις τόσα τρίγωνα, δσαι είναι αί πλευραι μεΐον δύο. 
Α’λλ’ ή επιφάνεια ζάθε τριγώνου έγει μέτρον τό άθροισμα τών 
γωνιών του μεΐον δύο δρθάς, ζαί φανερόν εϊναι δτι τό άθροισμα 
όλων τών γωνιών τών τριγώνων είναι ίσον μέ τό άθροισμα *τών  
γωνιών του Πολυγώνου*  λοιπόν ή επιφάνεια του πολυγώνου είναι 
ίση μέ τό άθροισμα τών γωνιών του μεΐον τοσάζις δύο δρθάς 
γωνίας δσας πλευράς έγει παρά 2.

Σχόλιον. Έστω ατό άθροισμα τών γωνιών σφαιρικού πο­
λυγώνου, π δ αριθμός τών πλευρών του*  ,υποτεθείσης τής ορθής 
γωνίας ώς μονάδος, ή επιφάνεια του πολυγώνου θέλει έχει μέ­
τρον, α—2π—2) ή α—2π-}-4.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΕ'.
Θεώρημα.

Έστω Σ δ αριθμός τών στερεών γωνιών ένός πολυέδρου, Θ 
δ αριθμός τών έδρών του, Α δ αριθμός τών ζόψεών του*  λέγω 
δτι πάντοτε θέλει είναι Σ-{-Θ = Α-μ 2.

Ας ληφθή εντός τού πολυέδρου, μία στιγμή έζ τής δποίας άς 
άχθώσιν εύθεΐαι γραμμαι είς τάς ζορυφάς όλων τών στερεών γω­
νιών του*  άς έννοηθή ακολούθως δτι άπδ τήν αύτήν στιγμήν ώς 
από κέντρον γράφεται σφαιρική επιφάνεια ήτις νά συναπαντάτε 
από δλας ταύτας τάς γραμμάς είς τόσας στιγμάς· άς ένωθώσι 
ταύτα τά σημεία διά τόξων μεγίστων κύκλων, ώάτε νά σγημα- 
τισθώσιν έπι τής επιφάνειας τής σφαίρας πολύγωνα άντιστοιχούν- 
τα είς τάς έδρας τού πολυέδρου καί ισάριθμα μέ αύτάς. Έστω 
ΑΒΓΔΕ έν τούτων τών πολυγώνων (σχ. 240) καί ν δ αριθ­
μός τών πλευρών του*  ή επιφάνεια του θέλει είναι σ — 2ν-{-4, 
οπού σ παριστάνει τό άθροισμα τών γωνιών Α, Β, Γ, Δ, Ε. Έάν 
κατά τον αύτόν τρόπον έζτιμηθή ή επιφάνεια έκαστου τών άλ­
λων σφαιρικών πολυγώνων, χαι προστεθώσιν δλαι δμού, θέλει συ- 
ναγθή δτι τό άθροισμά των, ή ή έπιφάνεια τής σφαίρας παριστα- 
νομένη διά 8, είναι ίσον μέ τδ άθροισμα 2λων τών γωνιών τών 
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πολυγώνων, μεΐον δύο φοραΐς δ αριθμός τών πλευρών των, πλέον 
4 τοσάκις λαμβανομενον δσας έδρας έχει τό πολύεδρον. Τώρα, 
επειδή ολαι αί γωνίαι αί δποΐαι. συνέρχονται ολόγυρα τής ίδιας 
στιγμής Α ίσοδυναμούν μέ τέσσαρας όρθάς, έπεται ότι τδ άθροι­
σμα όλων τών γωνιών τών πολυγώνων είναι ίσον μέ 4 τοσάκις 
λαμβανομενον δσαι είναι αΓ στερεαί γωνίαι*  είναι λοιπόν ίσον μέ 
4Σ. Ακολούθως τό διπλάσιον του αριθμού τών πλευρών ΑΒ, ΒΓ, 
ΓΔ, ■ κ.τ.λ. είναι ίσον μέ τό τετραπλάσιον τού αριθμού τών κό- 
ψεωνή = 4Α, επειδή ή~ αυτή κοψις χρησιμεύει ώς πλευρά εις 
δύο έδρας*  λοιπόν θέλει είναι 8 — 4Σ — 4Α 4£)’ ή, διαιρεθέν- 
των τών δύο μελών διά 4, 2 —Σ— Α-]-Θ· λοιπόν Σ-]-Θ 
= Α + 2 ·

Πόρισμα. Εντεύθεν .έπεται ότι τδ ά0 ροισμα. τ ών επι­
πέδων γωνιών αί δποΐαι σχηματίζουν τάςστερεάς 
γωνίας ένδς πολυέδρου είναι ίσον μέ τοσάκις τέσ­
σαρας όρθάς, δσαι μονάδες περιέχονται εις Σ—2, 
δ ν τ ο ς Σ τού αριθμού τών στερεών γωνιών τού πο­
λυέδρου.

Διότι, έάν Θεωρήσωμεν μίαν έδραν τής δποίας δ αριθμός τών. 
πλευρών είναι ν, τό άθροισμα τών γωνιών ταύτης τής έδρας θέ­
λει είναι 2ν-—4 όρθαί γωνίαι (25, 1). Αλλά -τδ άθροισμα όλων 
τών 2ν, ή τό διπλάσιον τού αριθμού τών πλευρών δλων τών έδρών, 
= 4Α, καί 4 τοσάκις λαμβανομενον δσαι είναι αί έδραι, = 4Θ*  
λοιπόν τό αθροισμάτων γωνιών δλων τών έδρών =ζζ4Α— 4Θ> 
Τώρα, κατά τό άποδειχθέν θεώρημα, Α—Θ=Σ—2, καί έπο- 
μένως 4Α—4Θ=4 (Σ™2). Λοιπόν τό άθ ρο ισ μα τών επι­
πέδων γωνιών κ.τ.λ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ
Θεώρημα.

Άπδ δλα τά σχηματιζόμενα σφαιρικά τρίγωνα μέ δύο δεδο- 
μένας πλευράς ^ΓΒ, ΓΑ, καί μίαν τρίτην κατ’ αρέσκειαν, τδ 
μεγαλήτερον ΑΒΓ είναι εκείνο εις τδ δποΐον ή περιεχομένη άπδ 
τάς δεδομένας πλευράς γωνία Γ, είναι ίση μέ τδ άθροισμα τών 
δύο άλλων γωνιών Α καί Β. σχ. 272 καί 273.

Ας προεκβληθώσιν αί δύο πλευραί ΑΓ, ΑΒ, έως ού νά συ- 
ναπαντηθώσιν εις Δ. θέλει προκόψει σφαιρικόν τρίγωνον τδ ΒΓΔ, 
εις τδ δποΐον ή γωνία ΔΒΓ θέλει είναι ομοίως ίση μέτδ άθροι­
σμα τών δύο άλλων γωνιών ΒΔΓ, ΒΕΔ: διότι ΒΓΔ-+ΒΓΑ έπει- ' 
δή ίσούται μέι δύο όρθάς, ώς καί ΓΒΑ-ψ-ΤΒΔ, έχομεν ΒΓΔ-|-

4~ΓΒΔ· προσθέσει ζαί εις τά δύο μέρη της ΒΔΓ
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—ΒΑΓ, προζύπτει ΒΓΔ-ΗΒΓΑ4-ΒΔΓ=ΓΒΑ+ΓΒΔΗ-ΒΑΓ. 
Τώρα, έξ ύποθεσεως, ΒΓΑ=ΓΒΑ-|-ΒΔΓ. λοιπδν ΓΒΔ=ΒΓΔ 
4-βδγ.

’Ας άχθη τδ τόξον ΒΙ ώστε νά ζάμνη τήν γωνίαν ΓΒΙ = 
ΒΓΔ, ζα'ι επομένως ΙΒΔ=ΒΔΓ· τά δυο τρίγωνα ΙΒΓ, | ΙΒΔ, 
θέλουν είναι ισοσκελή, και θέλει είναι ΙΓ=ΙΒ. = ΙΔ. Λοιπόν ή στιγ­
μή I μέσον τής ΔΓ, ισάκις απέχει από τά τρία σημεία Β, Γ, Δ: 
διά λόγον παρόμοιον ή στιγμή Ο, μέσον τής ΑΒ, ισάκις θέλει 
απέχει από τάς τρεΐς στιγμάς Α,Β, Γ.

Έστω τώραΓΑ=1Ά και ή γωνία ΒΓΑ ΒΓΑ*  έάν έπι- 
ζευχθή ή ΑΒ, και προεκβληθώσι τά τόξα ΑΤ, ΑΒ, έως ου νά 
συναπαντηθώσιν είς Δ', τό τόξον ΔΓΑ' θέλει είναι ημιπεριφέρεια 
καθώς και ΔΓΑ’ λοιπόν επειδή ΓΑ—ΓΑ, θέλει είναι και ΓΔ' 
=ΓΔ. Άλλ’ είς τό τρίγωνον ΓΙΔ, έχομεν ΓΙ—ΙΔ' ΓΔ'. 
λοιπόν ΙΔ' > ΓΔ—ΓΙ, ή ΙΔ > ΙΔ. σχ. 272.

Είς τό ισοσκελές τρίγωνον ΓΙΒ άς διαιρεθή ή γωνία τής κο­
ρυφής I είς δυο ίσα μέρη διά του τόξου ΕΙΖ τό δποΐον θέλει 
είναι κάθετον είς τδ ήμισυ του ΒΓ. Έάν ληφθή μία στιγμή Α 
μεταξύ I καί Ε, τό διάστημα ΒΑ, ίσον μέ ΑΓ, θέλει είναι μι- 
κροτερον του ΒΙ’ διότι δυνατόν νά άποδειχθή, ώς είς τήν Θ'πρό- 
τασιν του Α' Βιβλίου, οτι ΒΑ—ΡΑΓ ΒΙ—{—ΙΓ*  λοιπόν μετά
τήν διαίρεσιν τών δυο μερών διά ,δύο θέλει είναι ΒΑ <έ ΒΙ. Άλλ’ 
είς τό τρίγωνον Δ'ΑΓ έχομεν Δ'Α ΔΓ— ΓΑ*  και πολύ πε­
ρισσότερον Δ'Α ΔΓ—ΓΙ, ή Δ'Α ΔΙ, ή ΔΑ ΒΙ*  λοιπόν 
Δ'Α ΒΑ. Έκ τούτου έπεται ότι έάν έπι του τόξου ΕΙΖ ζη- 
τηθή μία στιγμή ισάκις άπέχουσα τών τριών σημείων Β, Γ, Δ', 
ή στιγμή αυτή δέν ήμπορεΐ νά εύρεθή παρά έπι τής προεκβολής 
τού τόξου ΕΙ πρός τό Ζ. Έστω Γ ή ζητούμενη στιγμή, είς τρό­
πον ώστε Δ' I =ΒΙ'=Π'· επειδή τά τρίγωνα 1'ΓΒ, Ι'ΓΔ', ΙΒΔ', 
είναι ίσοσζελή, θέλομεν έχει τάς ίσας γωνίας ΓΒΓ—ΙΓΒ, ΙΒΔ’ 
=1'Δ'Β, 1ΤΔ'=Ι'ΔΤ. ’Αλλ’ αί γωνίαι Δ'ΒΓ-}-ΓΒΑ' ζάμνουν 
δύο δρθάς, ζαθώς ζαι ΔΓΒ-[-ΒΓΑ· λοιπδν

ΔΒΙ'Η-ΓΒΓ4-ΓΒΑ=2, 
ΒΠ—  ΙΤΔ'4-ΒΓΑ'=2.

ΠροσΘέτοντες, τά δύο αθροίσματα ζαι παρατηοούντες οτι 1ΒΓ 
=ΒΓΙ' ζαι ΔΒΓ—1ΤΔ=ΒΔΪ—Ι'ΔΤ=ΓΔ’Β==ΓΑ'Β, θέλο­

μεν έχει
’2ΙΒΓ+ΓΑ'Β4-ΓΒ Α'ψ ΒΓΑ =4.

Λοιπδν ΓΑΒ-|-ΓΒΑ-{-ΒΓΑ—2 (μέτρον του έμβαδου του 
τριγώνου ΑΒΓ)==2—2 ΓΒΓ- εις τρόπον ώστε έμβ^δδν Α'ΒΓ



1,
—2—2 γωνία ΪΒΓ ομοίως εις τδ τρίγωνον ΑΒΓ, εμβαδόν 
ΑΒΓ—2—2 γωνία ΙΒΓ. Τώρα άπεδείχθη δτι ή γωνία ΓΒΓ 
<Τναι μείζων της ΙΒΓ (1) λοιπόν τδ εμβαδόν Α'ΒΓ είναι μικρό- 

τερον τού Α ΒΓ.
Ή αυτή άπόδειξις και ή αυτή συνέπεια ήΟελον έχει χώραν 

•έάν λαμβάνοντες πάντοτε τό τοξον ΓΑΖ = ΓΑ, έκαμναμεν την 
γωνίαν*  ΒΓΑ' <ΒΓΑ'· λοιπόν ΑΒΓ είναι τδ μεγαλήτερον τοί- 
νωνον μεταςύ όλων εκείνων τα όποια έχουν οεοομενας τας ουο 
•πλευράς και τήν τρίτην κατ’ αρέσκειαν, σχ. 273.

Σχόλιον Α'. Τό τρίγωνον ΑΒΓ, τδ μεγαλήτερον μεταξύ 
όλων εκείνων τά όποια έχουν δύο δεδομένας πλευράς ΓΑ, ΓΒ, 
ήμπορεΐ νά έγγραφθή εις ημικύκλιον του όποιου ,ή χοροη τής τρί­
της πλευράς ΑΒ Θέλει είναι ή διάμετρος· διότι έάν Οήναΐ τδ 
μέσον τής ΑΒ, είδομεν δτι τά διαστήματα ΟΓ, ΟΒ είναι ίσα*  
ή πεοιοέοεια λοιπόν του μικρού κύκλου τού εκ τής στιγμής Ο 
ώς έκ πόλου και μέ διάστημα ΟΒ γραφόμενου διέρχεται σιά τών 
τριών σημείων Α,Β,Γ. ΙΙεριπλέον ή. ευθεία γραμμή ΑΒ είναι 
διάμετρος τούτου τού μικρού κύκλου*  διότι το κεντρον το οποίον 
ένταύτώ' πρέπει νά εύρίσκηται εις τό επίπεδον τού μικρού κύκλου 
καί εις τδ επίπεδον τού τόξου τού μεγίστου κύκλου ΒΟΑ (πρό. 
Ι,,πόρ. 4), άναγκαίως πρέπει νά εύρίσκηται εις τήν κοινήν τομήν 
τούτων τών δύο επιπέδων ήτις είναι ή εύθεΐα ΒΑ, καί ούτω ΒΑ εί­
ναι διάμετρος, σχ. 241.

Β. Εις τδ τρίγωνον ΑΒΓ, επειδή ή γωνία Γ είναι ιση με το 
άθροισμα τών δύο άλλων Α και Β, ακολουθεί οτι το άθροισμά 
τών τριών είναι διπλάσιον της γωνίας Γ. Αλλα το άθροισμά τού­
το είναι πάντοτε μεγαλήτερον δύο ορθών (19)’ Λοιπόν η γωνία 
Γ είναι μεγαλητέρα ορθής.

Γ'. Έάν προεκβληθώσιν αί πλευραί ΓΒ, ΓΑ έως ου νά συναπαν- 
τηθώσιν εις Ε, τδ τρίγωνον ΒΑΕ Θέλει είναι ίσον με το τέταρτον 
τής επιφάνειας τής σφαίρας. Διότι ή γωνία Ε = Γ = ΑΒΓ + 
ΓΑΒ*  λοιπόν αί τρεΐς τού τριγιονου ΒΑΕ γωνίαι ισοουναμούν με 
τάς τέσσαρας ΑΒΓ, ΑΒΕ, ΓΑΒ, ΒΑΕ, τών όποιων το άθροισμά 
είναι ίσον μέ τέσσαρας όρθάς*  λοιπδν ή επιφάνεια τού τρίγωνου 
ΒΑΕ (πρό. 24) ·=4— 2=2=; τής επιφάνειας τής σφαίρας.

(1) Διότι έάν ήτον ϊση τότε η στιγμή ί έπρεπε νά πέση εις I καί η ά- 
πέμουσα στιγμή Ισάκις άπό Δ, Β, Γ, ήΦΐάεν εινκι I τό οποίον απεοει^Θτ} 
«δυνατόν· έάν αικοοτέ^κ, -η στιγμή I έπρεπε νά ρναι ρ.εταξύ I καί Ε 
τό όποιον είναι έπίστ;; αδύνατον*  άοιπόν έπεύδή ζητούμενη στιγμή I ούτε 
ζΐς I ούτε μεταξύ I καί Ε εύρίτκεται, επετάι οτι ή γωνία ίΒΓλ> θ’
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Δ'. Δέν ήΘελεν υπάργει μ έγ ισ το ν έάν τό άθροισμα τών δύο 

δεδομένων πλευρών ΓΑ, ΓΒ ήτον ίσον ή μεγαλήτερον τής ημι­
περιφέρειας μεγίστου ζύζλου. Διότι επειδή τδ τρίγωνον ΑΒΓ πρέ­
πει νά έγγράφηται είς ημικύκλιον τής σφαίρας, τδ άθροισμα τών 
δύο πλευρών ΓΑ, ΓΒ απαιτείται νά ήναι μικρότερον τής ημιπε­
ριφέρειας ΒΓΒ (προ. 3), και έπομένως μικρότερον τής ημιπερι­
φέρειας μεγίστου κύκλου.

Ό λόγος διά τδν δποΐον δέν υπάρχει μέγιστόν, όταν τδ 
άθροισμα τών δύο δεδομένων πλευρών είναι μεγαλήτερον τής ημι­
περιφέρειας μεγίστου κύκλου, είναι ότι τότε τδ τρίγωνον αυξάνει 
μάλλον έπι μάλλον άναλόγως όπου ή περιεχομένη γωνία άπδ τάς 
δεδομένας πλευράς γίνεται μεγαλητέρα*  τέλος όταν γένη ίση μέ 
δύο δρθάς, αί τρεις πλευραι θέλουν- είναι είς τδ αύτδ . επίπεδον,, 
και σχηματίζει άκεραίαν περιφέρειαν*  τδ τρίγωνον λοιπδν Θέλει 
γένη ήμισφαίριον, άλλα παύει άπδ τδ νά ήναι τρίγωνον. (1)

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΚΖ'.
Θ·ε ώ μη μ α.

Άπδ δλα τά σχηματισμένα σφαιρικά τρίγωνα μέ δεδομένην 
πλευράν και δεδομένην περίμετρον, τδ μεγαλήτερον. είναι εκείνο· 
είς τδ δποΐον αί δύο μή προσδιωρισμέναι πλευραι είναι ίσαι.

(1) ού σχη/ζατίσω/ζεν εν τρίγωνον με τάς δύο δεδομίνας πλευοάς ίίίον- 
τις κλίσιν είς αύσάς κατ άρέσ.ιειαν' φανερόν είναι δτι ή Επιφάνεια τούτου τού 
τριγώνου αυξάνει άναλόγως μ  την αύξησιν τής πιριεχομένης γωνίας από τάς 
δύο δεδομένας πλευράς, καί, κατά τήν άπδειχθεϊσαν πρότασιν^ τότε φθάνει είς 
τήν μεγίστην του κατάστασιν, όταν ή γωνία αύτη γένη ϊση μέ τδ μθροισμα τών 
όύο άλλων· καί τό τοιούτον τρίγωνου^ ώς άπεδείγθη^ εχει τήν ιδιότητα νά έγγρά­
φηται είς ημιπεριφέρειαν της οποίας η διάμετρος είναι ή χ,^ρδή της απροσδιο­
ρίστου πλευράς- έκ τού δποίου έσυνάχθη δτι το άθροισμα τών δεδομένων πλευ­
ρών πρέπει νά ηναι έλασσου ήμιπεριφερείας μεγίστου κύ/.λου επεται λοιπόν δτι 
Οταν το άθροισμα τών δεδομένων πλευρών είναι μεϊζον ήμιπεριφερείας οσον 
καί αν αύξηνθή ή γωνία ή περιεχομένη άπδ τάς δεδομένας πλευράς δεν ήμπορεϊ 
ποτέ νά δώση έν τρίγωνον τδ όποιον νά περιέχη τήν μεγίστην επιφάνειαν  είς 
τρόπον ώστε τό τρίγωνον ήμπορεϊ νά λάδη δποιονδήποτε μέγεθος- καί τδ μεγεθός του- 
κρέμαται άπδ τδ της γωνίας της περιεχομένης από τάς δύο δεδομένας πλευράς. Οθεν 
εάν αύτη γένη ϊση μ'ε δύο δρθάς^ ή επιφάνεια του γίνεται ίση μέ τήν του ημι­
σφαιρίου- διότι τότε τά δύο επίπεδα τά όποια περιέχουν τάς δεδομένας πλευράς- 
ταυτίζονται είς εν, -/αί διά τούτο αί δύο δεδομέναι πλευραι εύρίσχονται είς τδ 
αυτό έπίπεδον- επειδή δέ διά νά σχηματίσω μεν τδ τρίγωνον ανάγκη νά ενώσωμεν 
τά άκρα τών δύο τούτων πλευρών διά τόξου μεγίστου κύκλου, επεται οτι ό 
μέγιστος ούτος κύκλος &ελ.ει συναπαντά τδν μέγιστον κύκλον τού οποίου μέρος, 
τής περιφέρειας είναι τδ άθροισμα τών δεδομένων πλευρών  είς αυτά τά δύο- 
άκρα- άπδ άλλο μέρος οί δύο ούτοι μέγιστοι κύκλοι δέν ήμπορούν νά τέμνοϊνται 
είς δύο ίσα μέρη, διότι τδ δεδομένον άθροισμα μέτδυά ηναι μεϊζον ήμιπερι- 
^ερείος  ακολουθεί οτι τδ έπΟοιπον μέρος τού ενδς είναι μικρότερου ήμιπερι^ε- 
ρείας επεται λοιπόν οτι οί δύο κύκλοι ούτοι ταυτίζονται- καί ούτως ταυτιζόμενης 
Της περιμέτρου τού τ^ιγόιυου μέ μέγιστον κύκλου, ή επιφάνεια του ταυτίζεται· 
μϊ τήν τού Ημισφαιρίου- έάν λάβη μίαν μεγαλητέραυ αύξησιν η γωνία τδ τρί­
γωνον αυξάνει παρομοίως- ώστε δύναται νά δποιονδήποτε μέγεθος. Ο. Μ>

*

*

*

*
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Έστω ΑΒ ή δεδομένη πλευρά κοινή εις τά δύο τρίγωνα ΑΓΒ, 

ΑΔΒ, καί έστω ΑΓ-4“ΓΒ=ΑΔ-{“ΔΒ· λέγω οτι τδ ισοσκελές 
τρίγωνον ΑΓΒ, εις τδ δποΐον ΑΓ—ΓΒ, είναι μεΐζον τού μή ισο­
σκελούς ΑΔΒ. σχ. 242.

Διότι επειδή τά τρίγωνα ταύτα έχουν κοινδν μέρος τδ ΑΟΒ, 
άρκεΐ νά δείξωμεν δτι τδ τρίγωνον ΒΟΔ είναι μικρδτερον τού 
ΑΟΓ. Ή γωνία ΓΒΑ ίση τή ΓΑΒ, είναι μεγαλητέρα τής ΟΑΒ*  
ούτως ή πλευρά ΑΟ είναι μείζων τής ΟΒ (προ. 21)· άς λη­
φθή 01=:0Β' άς γένη ΟΚ'=ΟΔ, και άς έπιζευχθή Κ Γ τδ 
τρίγωνον ΟΚ'Ι θέλει είναι ίσον μέ τδ ΔΟΒ. Έάν τώρα τδ τρί­
γωνον ΔΟΒ ή τδ ίσον τού ΚΟΙ δέν ήναι μικρδτερον τού ΟΑΓ, 
πρέπει νά ήναι ίσον ή μεγαλήτερον και εις τάς δύο περιστάσεις, 
επειδή ή στιγμή 1 είναι μεταξύ τών στιγμών Α και Ο, πρέπει ή 
στιγμή Κ' νά εύρίσκηται έπι τής προεκβολής τής ΟΓ, άλλως τδ 
τρίγωνον ΟΚ'Ι ήθελε περιέχεται εις τδ τρίγωνον ΓΑΟ, και έπο­
μένως ήθελεν είναι μικρδτερον. Τούτου' τεθέντος, επειδή δ συμο- 
τινώτερος .δρδμος άπδ Γ εις Α είναι ΓΑ, έγομεν ΓΚ'4~Κ'Ι+ 
ΙΑ> ΓΑ.Άλλά ΓΚ'=ΟΔ—ΓΟ, ΑΙ=ΑΟ—ΟΒ, Κ'Ι=ΒΔ. 
λοιπδν ΟΔ—ΓΟ-4“ΑΟ—ΟΒ-}-ΒΔ^> ΓΑ, και τής αναγωγής 
γενομένης, ΑΔ—ΤΒ-}-ΒΔ > ΓΑ, ή ΑΔ+ΔΒ > ΑΓ + 'ΓΒ. 
Τώρα ή άνισδτης αύτη έναντιούται εις τήν ύπδθεσιν ΑΔ—{—ΒΔ= 
ΑΓ-}“ΓΒ· λοιπδν ή στιγμή Κ' δέν ήμπορεΐ νά πέση έπί τής προεκ­
βολής τής ΟΓ*  λοιπδν πίπτει μεταξύ Ο και Γ, καί έπομένως τδ 
τρίγωνον ΚΟΙ, ή τδ ίσον του ΟΔΒ, είναι μικρδτερον τού ΑΓΟ’ 
λοιπδν τδ ισοσκελές τρίγωνον ΑΓΒ είναι μεγαλήτερον τού μή 
ισοσκελούς ΑΔΒ τής αύτής βάσεως και τής αύτής περιμέτρου.

Σ χ δ λ ι ο ν. Αί δύο αύται τελευταΐαι προτάσεις είναι ανάλογοι 
μέ τάς προτάσεις Α' και Γ' τού παραρτήματος εις τδ Δ' βιβλίον. 
Ούτω δυνάμεθα νά έξάξωμεν, ώς πρδς /τά σφαιρικά πολύγωνα, 
τάς συνέπειας αί δποΐαι έχουν χώραν διά τά εύθύγραμμα πο­
λύγωνα.

Τδού αί άρχικαί:

• 1.τη Άπδ δλα τά ίσοπερίμετρα σφαιρικά πολύγωνα καί τού 
αυτού αριθμού πλευρών, τδ μεγαλήτερον είναι τδ ισόπλευρον.

Η αύτή άπδδειξις μέ τήν τής Β'. προτάσεως τού παραρτήμα- 
ματος εις τδ Δ'. βιβλίον.

2/α Άπδ δλα τά σχηματιζδμενα σφαιρικά πολύγωνα μέ δε- 
δομένας πλευράς καί μίαν τελευταίαν κατ’ αρέσκειαν, τδ μεγα­
λήτερον είναι εκείνο τδ δποΐον ήμπορεΐ νά έγγραφθή εις ήμικύ- 
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χλιον του οποίου ή χορδή τής μή προσδιορισμένης πλευράς θέλει 
εΐναι ή διάμετρος.

Ή *άπόδειξις  συνάγεται άπδ την πρότασιν Κς-', ώς είδομεν εις 
την Ε' πρότασιν του ρηθέντος παραρτήματος*  πρέπει διά τήν~ ΰ- 
παρξιν του μεγίστου, το άθροισμα των δεδομένων πλευρών νά ήναι 
μικρότερον τής ήμιπερεφερείας μεγίστου κύκλου.

3.τη Τδ μεγαλήτερον των σχηματιζομένων σφαιρικών πολυ­
γώνων μέ δεδομένας πλευράς, εΐναι τδ δυνάμενον νά έγγραφθή 
εις κύκλον τής σφαίρας.

Ή αυτή άποδειξις δπου καί διά τήνςΛ πρότασιν του παραρτή­
ματος εις το Δ'. βιβλίον έδώκαμεν.

4.Τη Τδ μεγαλήτερον τών σφαιρικών πολυγώνων τα οποΐα ε- 
γουν τήν αυτήν περίμετρον καί τδν αύτδν άριθμδν πλευρών, είναι 
εκείνο τδ δποΐον έχει τάς γωνίας*του  ισας καί τάς πλευράς 
του ίσας.

Τούτο προκύπτει άπδ τά προηγούμενα 1 καί 2 πορίσματα.
Σημείωσις. Όλαι αί προτάσεις περί μεγίστου δσαι· άναφέρον- 

ται εις τά σφαιρικά πολύγωνα εφαρμόζονται εις τας στερεας γω­
νίας τάς οποίας μετροΰσι ταΰτα τά πολύγωνα.

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΕΙΣ ΤΑ ΒΙΒΑ1Α ςΛ ΚΑΙ Ζ.

ΤΑ ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΎΕΔΡΑ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.

Θεώρημα.

Πέντε μόνον κανονικά πολύεδρα ύπάρχουσι.

Διότι κανονικά “πολύεδρα ώρίσαμεν'εκείνα τών οποίων 
ολαι αί έδραι εΐναι κανονικά ίσα πολύγωνα, καί όλαι αί στερεαι 
γωνίαι ισαι μεταξύ των. Αί συνθήκαι αύται εις πολλά δλίγας πε­
ριστάσεις έχουν χώραν.
1Έάν αί ..έδραι ήναι ισόπλευρα τρίγωνα, δυνάμεθα νά σχη- 

ματίσωμεν κάθε στερεάν γωνίαν του πολυέδρου μέ τρεΐς, ή μέτεσ- 
σαρας, ή μέ πέντε γωνίας τούτων τών τριγώνων : έντεΰθεν γεννών- 
ται τρία κανονικά σώματα, τά οποΐα εΐναι, τδ τετράεδρον, τδ οκτάε­
δρον, καί τδ είκοσάεδρον. Δέν δυνάμεθα νά σχηματίσωμεν περισ-
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σότεθα μέ ισόπλευρα τρίγωνα*  διότι ό σχηματισμός γωνίας στερεάς 
με έξ γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων, επειδή ίσοδυναμούν μέ τέσ- 
σαρας δρθάς, είναι αδύνατος. (21, 5)

2,ον £3ραι ήναι τετράγωνα, δυνάμεθα νά ένώσωμεν τάς 
γωνίας των άνά τρεις*  και εντεύθεν προκύπτει το έξάε^ρον ή κύβος.

Τέσσαρες γωνίαι τετραγώνων ίσοδυναμούν μέ τέσσαρας δρθάς, 
και δέν ήμπορούν νά σχηματίσουν γωνίαν στερεάν.

3.ον Τέλος εάν αί έδραι ήναι κανονικά πεντάγωνα, δυνατόν 
ακόμη νά ένωθούν αί γωνίαι των άνά τρεΐς τρεις, και έκ τούτου 
προκύπτει το κανονικόν δωδεζάεδρον.

Δέν είναι δυνατόν νά ύπάγωμεν περαιτέρω*  διότι τρεις γωνίαι 
κανονικών έξαγώνων ίσοδυναμούν μέ τέσσαρας δρθάς, και τρεΐς 
έπταγώνων μέ έτι περισσότερον.

Λοιπδν.δέν είναι δυνατόν *νά  ύπάρχωσι παρά μόνον πέντε κα­
νονικά πολύεδρα, τρία σχηματιζόμενα μέ ισόπλευρα τρίγωνα, έν 
μέ τετράγωνα, καί έν μέ πεντάγωνα.

Σχόλιον. Εις τήν άκόλουθον πρότασιν Θέλομεν δείξει ότι τά 
πέντε ταύτα πολύεδρα πραγματιζώς υπάρχουν, και ότι είναι δυνα­
τόν, γνωστής μιας τών έδρών των, νά προσδιορισθώσεν δλαι των 
αί διαστάσεις.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ β;
Πρόβλημα.

Δεδομένης μιας τών έδρών κανονικού πολυέδρου, ή μόνον τής 
πλευράς του, νά κατασζευασθή τδ πολύεδρον.

Τδ πρόβλημα τούτο παρρησιάζει πέντε τά δποΐα διαδοχικώς 
θέλομεν λύσει.

Κατασκευή του τετραέδρου.
*Εστω ΑΒΓ τδ ισόπλευρον τρίγώνον τδ οποίον πρέπει νά ήναι 

μία τών έδρών τού τετραέδρου*  εις τήν στιγμήν Ο κέντρον τού­
του τού τριγώνου, άς ύύωθή ΟΣ κάθετος εις τδ επίπεδον ΑΒΓ*  
άς περατωθή ή κάθετος αυτή εις τήν στιγμήν Σ, ώστε ΑΣ = 
ΑΒ' άς έπιζευχθώσιν αί ΣΒ, ΣΓ, και ή πυραμις ΣΑΒΓ θέλει 
είναι τδ ζητούμενον τετράεδρον, σχ. 243.

Διότι, έξ αιτίας τών ίσων διαστημάτων ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, αί πλά­
γιοι ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, ισάκις απομακρύνονται τής καθέτου ΣΟ καί 
εΐναι ίσαι. Ή μία τούτων ΣΑ^=ΑΒ*  λοιπδν αί τέσσαρες εδραι 
τής πυραμίδος ΣΑΒΓ είναι τρίγωνα ίσα μέ τδ δεδομένον ΑΒΓ/ 
Α*λλως  αί στερεαι γωνίαι τούτης τής πυραμίδος είναι ίσαι μετά*
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ξύ των, έπείδή ή κάθε μια σύγκειται άπο τρία ίσα έπίπεδα· Λοι­
πόν ή πυραμις αυτή είναι κανονικόν τετράεδρον.

Κατασκευή του έξαέδρου.
Έστω ΑΒΓΑ δεδομένον τετράγωνον: έπι της βάσεως ΑΒΓΑ 

άς κατασκευασθή ορθόν πρίσμα, του οποίου τό ύψος ΑΕ νά ήναι 
ίσον μέ τήν πλευράν ΑΒ. Φανερόν είναι ότι αί έδραι του είναι 
τετράγωνα ίσα, και αί στερεαΐ γωνίαι του είναι ίσαι μεταξύ των 
ώς συγκείμενα*.  άπό τρεΐς γωνίας ορθάς· λοιπόν τό πρίσμα τού­
το είναι κανονικόν έξάεδρον ή κύβος. σχ. 244.

Κατασκευή του οκταέδρου.
Έστω ΑΜΒ δεδομένον τρίγωνον ισόπλευρον έπι τής πλευράς 

ΑΒ άς γραφθή τό τετράγωνον ΑΒΓΑ*  είς τήν στιγμήν Ο κέν­
τρον τούτου του τετραγώνου άς ύψωθή έπι του έπιπέδου του ή 
κάθετος ΤΣ, ήτις άς περατωθή καί άπό τά δύο μέρη είς Τ και 
Σ, είς τρόπον ώστε ΟΤ—ΟΣ=ΑΟ’ άς έπιζευχθώσιν ακολού­
θως αί ΣΑ, ΣΒ, ΤΑ, κ. τ. λ,, θέλει*  προκόψει τό στερεόν ΣΑΒ- 
ΓΔΤ, Λνθετον άπό δύο τετραγωνικάς πυραμίδας ΣΑΒΓΔ, 
ΤΑΒΓΔ, αί δποΐαι έπιστηρίζονται επί τής κοινής βάσεως ΑΒΓΑ*  
τδ στερεόν τούτο θέλει είναι τό ζήτούμενον κανονικόν οκτάεδρον, 
σχ. 245.

Τω δντι, τό τρίγωνον ΑΟΣ, καθώς καί τό τρίγωνον ΑΟΔ, είνα ι 
ορθογώνιον είς Ο*  αί πλευραι ΑΟ, ΟΣ, ΟΔ, είναι ίσαι*  λοιπόν 
τά τρίγωνα ταύτα είναι ίσα, διά τούτο ΑΣ=ΑΔ. Κατά τον αυ­
τόν τρόπον δεικνύομεν ότι όλα τά άλλα ορθογώνια τρίγωνα 
ΑΟΓ, ΒΟΣ, ΓΟΤ, κ. τ. λ. είναι ίσα μέ τό τρίγωνον ΑΟΔ’λοι­
πόν δλαι αί πλευραι ΑΒ, ΑΣ, ΑΤ, κ. τ. λ. είναι ίσαι μεταξύ των, 
καί επομένως τό στερεόν ΣΑΒΓΔΤ περιέχεται ύπδ οκτώ ίσων 
τριγώνων μέ τό δεδομένον ισόπλευρον ΑΜΒ. Λέγω περιπλέον ότι 
αί στερεαί γωνίαι τού πολυέδρου είναι ίσαι μεταξύ των: ή γωνία 
Σ, φέρ’ είπεΐν, είναι ίση τή γωνία Β.

Διότι τό τρίγωνον ΣΑΓ, είναι φανερά ίσον μέ τό τοίγωνον 
ΔΑΓ, καί ούτως ή γωνία ΑΣΓ είναι ορθή*  λοιπόν τό σχήμα 
ΣΑΤΓ είναι τετράγωνον, ίσον μέ. τό τετράγωνον ΑΒΓΔ. ’Αλλ’ ή 
σύγκρεσις τής πυραμίδος ΒΑΣΓΤ μέ τήν πυραμίδα ΣΑΒΓΔ, 
δεικνύει ότι ή βάσις ΑΣΓΤ τής πρώτης ήμπορεΐ.νά τεθή επί τής 
βάσεως ΑΒΓΔ τής δευτέρας· τότε επειδή ή στιγμή Ο είναι κοι­
νόν κέντρον, τό ύψος ΟΒ τής πρώτης θέλει εφαρμόσει μέ τό ύψος 
ΟΣ τής δευτέρας, καί αί δύο πυραμίδες θέλουν ταυτισθή’ λοιπόν

13
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ή στερεά γωνία Σ είναι ίση μέ τήν στερεάν γωνίαν Β*  τό στερεόν 
άρα ΣΑΒΓΔΤ είναι κανονικόν οκτάεδρον.

Σ ,χ ό λ ι ο ν. Έάν τρεΐς ίσαι εύθεΐαι, ΑΓ, ΒΔ, ΣΤ, είναι κά­
θετοι μεταξύ των και τέμνωνται εις τήν στιγμήν τής ήμισείας 
των, τά άκρα τούτων τών ευθειών θέλουν είναι αί ζορυφαί κα­
νονικού οκταέδρου.

Κατασκευή του δωδεκαέδρου.
Έστω ΑΒΓΔΕ δεδομένον κανονικόν πεντάγωνον*  έστωσαν ΑΒΠ, 

ΓΒΠ, δύο επίπεδοι γωνίαι ίσαι μέ τήν γωνίαν ΑΒΓ μέ ταύτας 
τάς επιπέδους γωνίας άς σχηματισθή ή στερεά γωνία, Β, καί άς 
προσδιορισθή διά τής ΚΔ' προτάσεως τού- Ε' βιβλίου, ή αμοιβαία 
κλίσες δύο τών επιπέδων της, τήν οποίαν ζλίσιν καλώ Κ. "Άς 
σχηματισθώσι παρομοίως εις τάς στιγμάς Γ, Δ, Ε, Α γωνίαι στε- 
ρεαί ίσαι μέ τήν στερεάν γωνίαν Β, καί κατά τον αυτόν τρόπον 
κείμεναι: τό έπίπεδον ΓΒΠ θέλει είναι τό αυτό μέ τό έπίπεδον 
ΒΓΗ, διότι καί τά δύο κλίνούν τήν αυτήν ποσότητα Κ έπί τού 
έπιπέδου ΑΒΓΔ. Δυνάμεθα λοιπόν εις τό έπίπεδον ΠΒΓ11 νά 
γράψωμεν τό πεντάγωνον ΒΓΗΖΠ ίσ'ον μέ τό πεντάγωνον ΑΒ 
ΓΔΕ. Έάν τό αυτό πράξωμεν εις έκαστον τών άλλων έπιπέδων 
ΓΔΙ, ΔΕΑ, ζ. τ. λ. θέλομεν έχει μίαν κυρτήν έπιφάνειαν ΠΖΗΘ, 
κ. τ. λ. σύνθετον άπό έξ κανονικά πεντάγωνα ίσα καί έκαστον 
τών οποίων κλίνει έπί τού προσκειμένου του τήν αυτήν ποσότητα 
Κ. Έστω πζηθ. κ. τ. λ. μία δευτέρα επιφάνεια ίση μέ τήν ΠΖ- 
ΉΘ, ζ. τ. λ. λέγω οτι αί δύο αύται έπιφάνειαιήμπορούν νά ένω- 
Θούν εις τρόπον ώστε νά σχηματίσουν μίαν μόνην συνεχή κυρτήν 
επιφάνειαν. Τώ όντι ή γωνία οπζ, παραδείγματος χάριν, ήμπο­
ρεΐ νά ένωθή μέ τάς δύο γωνίας ΟΠΒ, ΒΠΖ, ώστε νά γένη 
μία στερεά γωνία ΓΙ ίση τή γωνία Β, ζαί εις ταύτην τήν ένω- 
σιν ούδεμία τροπή θέλει προξενηθή εις τήν ζλίσιν τών έπιπέδων 
ΒΠΖ, ΒΠΟ, διότι ή ζλίσις αύτη είναι οποία πρέπει νά ήναι διά 
'τόν σχηματισμόν τής στερεάς γωνίας. ?Αλλ’ έν ω ή στερεά γω­
νία II σχηματίζηται, ή πλευρά πζ θέλει έφαρμόσει μέ τήν ίσην 
της ΠΖ, ζαί εις τήν στιγμήν Ζ θέλουν εύρεθή ένωμέναι τρεΐς έ- 
πίπεδοι γωνίαι ΠΖΗ, πζε, εζη, αί δποΐάι θέλουν σχηματίσει γω­
νίαν στερεάν ίσην μέ έκάστην τών ήδη σχηματισμένων*  ή ένωσις 
αυτή θέλει γένη χωρίς τήν· παραμιζράν τροπήν, ούτε τής γωνίας 
Π, ούτε τής έπιφανείας εζηθ, ζ. τ. λ. διότι τά έπίπεδα ΠΖΗ, εζπ 
ήδη ένωθέντα εις Π, έχουν μεταξύ των τήν άρμοδίαν ζλίσιν Κ, 
καθώς καί τά έπίπεδα εζη, εζπ. Έξακολουθούντες ούτω ζατά δια­
δοχήν βλέπομεν ότι αί δύο έπιφάνειαι θέλουν εφαρμόσει ή μία μέ
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τήν άλλην ώστε νά σχηματίσουν μίαν μόνην συνεχή επιφάνειαν 
ζαι εις έαυτήν επανερχόμενης ή επιφάνεια αυτή θέλει είναι ή ε­
πιφάνεια ενός ζανονιζοΰ δωδεζαέδρου, ώς σύνθετος από δώδεζα 
ίσα ζανονιζά πεντάγωνα, ζαι επειδή δλαι του αί στερεά! γωνίαι 
είναι ίσαι μεταξύ των. σχ. 246.

Κατασκευή του είκοσαέδρου.
’'Εστω ΑΒΓ μία τών έδρών του*  πρέπει ζατά πρώτον νά σχη- 

ματισθή γωνία στερεά μέ πέντε ίσα επίπεδα μέ τό επίπεδόν ΑΒΓ, 
ζαι έκαστον τών όποιων ισάκις νά κλίνη έπι του προσκειμένου· 
του. Προς τούτο, έπι τής πλευράς Β'Γ', ίσης μέ τήν ΒΓ, άς κα- 
τασζευασθή τό κανονικόν πεντάγωνον Β'Γ'Θ'Ι Δ. είς τό ζέντρον 
τούτου του πενταγώνου άς ύψωθή έπι του έπιπέδου του μία κά­
θετος, ήτις άς περατωθή είς Α' είς τρόπον ώστε Β'Α' = ΒΤ'· 
άς έπιζευχθώσιν αί Α'Γ', Α'Θ', Α'Ι', Α'Δ', ζαί ή στερεά γωνία 
Α' σχηματισμένη από τά πέντε, έπίπεδα Β'Α'Γ', Γ'Α'Θ' ζ. τ. λ. 
θέλει είναι ή ζητούμενη στερεά γωνία. Διότι αί πλάγιαι Α'Β', 
Α'Γ', ζ. τ. λ. είναι ίσαι, ζαί μία τούτων Α Β' είναι ίση μέ τήν 
πλευράν Β'Γ'*  λοιπόν δλα τά τρίγωνα Β'Α'Γ', Γ'Α'Θ', ζ. τ. λ. 
είναι ίσα μεταξύ των ζαι μέτό δεδομένον τρίγωνον ΑΒΓ. σχ. 247.

Αλλως δέ φανερόν είναι δτι έκαστον τών επιπέδων Β'Α'Γ', 
ΓΑΘ, ζ.τ.λ. ισάκις κλίνει έπι του προσζειμένουτου*  διότι αί 
•στερεαι γωνίαι Β', Γ', ζ. τ. λ. είναι ίσαι μεταξύ των ώς σχημα- 
τισμέναι μέ δύο γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων ζαί μίαν ζανονιζοΰ 
πενταγώνου. Ας ζαλέσωμεν Κ τήν ζλίσιν δύο έπιπέδών δπου εύ- 
ρισζονταε αί ίσαι γωνίαι, . ή οποία δυνατόν νά προσδιορισθή διά 
τής ΚΔ προτάσεως του Ε' βιβλίου*  ή γωνία Κ θέλει είναι ένταύτώ 
ή ζλίσις έζάστου τών έπιπέδών τά όποια συγκροτούν τήν στε­
ρεάν γωνίαν Α' έπι του προσκειμένου του.

Τούτου τεθέντος, έάν είς τάς στιγμάς Α, Β, Γ, ζάμωμεν γω­
νίας στερεας έκάστη τών όποιων νά ήναι ίση μέ τήν γωνίαν Α'. 
θέλομεν έχει μίαν κυρτήν επιφάνειαν ΔΕΖΗ, ζ. τ. λ. σύνθετον 
άπό δέκα ισόπλευρα τρίγωνα, έκαστον · τών οποίων θέλει κλίνει 
έπι του προσζειμένου του τήν ποσότητα Κ*  ζαί αί γωνίαι Δ, Ε, Ζ, 
ζ. τ. λ. τής περιμέτρου της θέλουν ένόνει άλληλοδιαδόχως τρεις, 
ζαι ουο γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων. Ας φαντασθώμεν μίαν δευ- 
τέραν έπεφάνειαν ίσην μέ τήν έπεφάνειαν ΔΕΖΗ, ζ. τ. λ. αί δύο 
αύται έπιφάνειαι ήμπορουν άμοιβαίως νά έφαρμόσωσιν, ένουμένης 
έζαστης τριπλής γωνίας τής μιας μέ μίαν διπλήν τής άλλης*  
ζαί έπειδή τά έπίπεδα τών γωνιών τούτων έχουν ήδη μεταξύ των 
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τήν άναγχαίαν κλίσιν διά τδν σχηματισμόν στερεδς πενταπλής 
γωνίας ίσης μέ Α, ούδεμία μεταβολή εις ταύτην τήν ένωσιν Θέ­
λει προξενηθή εις έκάστην επιφάνειαν κατά μέρος, καί αί δυο 
δμοΰ Θέλουν σχηματίσει μίαν μόνην συνεχή επιφάνειαν, σύνθετον 
από είκοσι ισόπλευρα τρίγωνα. Ή επιφάνεια αυτή Θέλει είναι ή 
τού κανονικού είκοσαέδρου, διότι περιπλέον ολαι αί στερεαι γω- 
νίαι είναι ίσαι μεταξύ των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ.
Προ βλήμα.

Νά ευοεθή κλίσις. δύο προσκειμένων έδρών κανονικού πολυέδρου.
Τΐ κλίσις αυτή συνάγεται αμέσως άπδ τήν κατασκευήν τήν 

οποίαν έδώκαμεν τών πέντε κανονικών πολυέδρων εις τήν οποίαν 
πρέπει νά προσθέσωμεν τήν ΚΔ' πρότασιν του Ε' ^βιβλίου, διά 
τής οποίας, δεδομένων τών τριών επιπέδων γωνιών αί δποΐαι 
σχηματίζουν μίαν στερεάν γωνίαν, προσδιορίζεται ή γωνία τήν 
οποίαν δύο τούτων τών επιπέδων κάμνουν μεταξύ των.

Εις τδ τετράεδρον. Έκάστη στερεά γωνία σχηματίζεται άπδ 
τρεις γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων*  πρέπει λοιπόν νά ζητηθή διά 
τού ρηθέντος προβλήματος ή γωνία.τήν οποίαν δύο τούτων τών 
επιπέδων κάμνουν μεταξύ των*  ή γωνία αυτή θέλει είναι ή 
κλίσις δύο προσκειμένων έδρών τού τετραέδρου, σχ. 243.

Εις τδ έξάεδρον. Ή γωνία δύο προσκειμένων έδρών είναι 
νδρθή. σχ. 244.

Εις τδ οκτάεδρον. Άς ,σχηματισθή γωνία στερεά μέ δύο γω- 
γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων και μίαν ορθήν ή κλίσις τών επι­
πέδων εις τά δ'ποΐα εύρίσκονται αί γωνίαι τών τριγώνων Θέλει εί­
ναι ή κλίσις δύο προσκειμένων έδρών τού οκταέδρου, σχ. 245.

Εις τδ δωδεκάεδρον. Έκάστη στερεά γωνία σχηματίζεται μέ 
τρεΐς γωνίας κανονικών πενταγώνων. Ούτως ή κλίσις τών επιπέ­
δων δύο τούτων τών γωνιών θέλει είναι ή τών δύο προσκειμένων 
εδρών τού δωδεκαέδρου. σχ. 246.

Εις τδ είκοσάεδρον. Άς σχηματισθή γωνία στερεά μέ δύο 
γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων καί μίαν κανονικού πενταγώνου*  ή 
κλίσις τών δύο επιπέδων εις τά δποΐα εύρίσκονται αι γωνίαι τών 

’ τριγώνων, θέλει εϊναι ή κλίσις δύο προσκειμένων έδρών τού- εί- 
κοσαέδρου. σχ. 247.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.
Πρόβλημα.

Δεδομένης τής πλευράς κανονικού πολυέδρου, νά εύρωμεν τήν
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άκτΐνα της εγγεγραμμένης καί έζείνην τής περιγεγραμμένης εις 
τό πολύεδρον σφαίρας.

Πρέπει κατά πρώτον νά , δείξωμεν δτι κάθε κανονικόν πολύε­
δρον δύναται νά. έγγραφθή εις τήν σφαίραν και νά περιγραφθή 
εις αυτήν, σχ. 248.

’ΐστω ΑΒ ή κοινή πλευρά εις δύο προσκείμενα; έδρας*  έ- 
στωσαν Γ και Ε τά κέντρα τών δύο τούτων έδρών, και ΓΔ, ΕΔ 
αί ήγμέναι κάθετοι άπό ταυτα τά κέντρα επί τής κοινής πλευ­
ράς ΑΒ, αί δποΐαι θέλουν πέσει εις τήν στιγμήν Δ, μέσον ταύτης 
τής πλευράς. Αί δύο κάθετοι ΓΔ, ΔΕ, ζάμνουν μεταξύ των 
μίαν γνωστήν γωνίαν ήτις είναι ίση μέ τήν κλίσιν δύο προσκειμένων 
έδρών, προσδιοριζομένην διά του 'προλαβόντος προβλήματος. Τώρα 
έάν, εις τό έπίπεδθ'<ΓΔΕ, κάθετον εις ΑΒ, άχθώσιν επί τής ΓΔ καί 
ΕΔ αί απροσδιόριστοι κάθετοι ΓΟ καί ΕΟ, αί όποίαι συναπαν- 
τώνται εις Ο, λέγω δτι ή στιγμή Ο θέλει είναι τό ζέντρον τής 
εγγεγραμμένης καί τής περιγεγραμμένης σφαίρας*  ούσης τής άκ­
τΐνος τής πρώτης ΟΓ, καί τής δευτέρας ΟΑ.

Τώ οντι, επειδή τά αποστήματα ΓΔ, ΔΕ, είναι ίσα, καί ή' 
υποτείνουσα ΔΟ κοινή, τό ορθογώνιον τρίγωνον ΓΔΟ είναι ίσον 
μέ τδ ορθογώνιον τρίγωνον ΟΔΕ (18, ϊ), καί ή κάθετος ΟΓ 
είναι ίση μέ τήν κάθετον ΟΕ. Άλλ’ επειδή ΑΒ είναι κάθετος 
εις τό επίπεδον ΓΔΕ, τό έπίπεδον ΑΒΓ είναι κάθετος εις ΓΔΕ, 
(17, 5), ή ΓΔΕ εις ΑΒΓ*  περιπλέον ΓΟ, εις τό έπίπεδον ΓΔΕ, είναι 
κάθετος εις ΙΔ, κοινήν τομήν τών έπιπέδων ΓΔΕ, ΑΒΓ*  λοιπόν 
ΓΟ (ξ8, 5)-είναι κάθετος εις τό έπίπεδον ΑΒΓ. Διά τόν αυτόν 
λόγον ΕΟ είναι κάθετος εις τό έπίπεδον ΑΒΕ*  λοιπόν αί δύο 
κάθετοι ΓΟ, ΕΟ ήγμέναι εις τά έπίπεδα δύο προσκειμένων έ- 
ορών απο τα κέντρα των ιοιων, συναπαντωνται εις την αυτήν 
στιγμήν και είναι ίσαι. ’Άς ύποθέσωμεν τώρα οτι ΑΒΓ καί ΑΒΕ 
παριστάνουν δύο άλλας δποιασδήποτε προσκειμένας έδρας, τό α­
πόστημα ΓΔ πάντοτε θέλει μένει τού ίδιου μεγέθους, καθώς καί 
ή-γωνία ΓΔΟ, ήμίσειατής ΓΔΕ*  λοιπόν τό ορθογώνιον τρίγωνον 
ΓΔΟ καί ή πλευρά του ΓΟ θέλουν είναι ίσα δι’ δλας τάς έδρας 
τού πολυέδρου*  έάν λοιπόν άπό τήν στιγμήν Ο ώς -άπό ζέντρον 
καί μέ τήν άκτΐνα ΟΓ γράψωμεν μίαν σφαίραν, ή. σφαίρα αυτή 
θέλε: άπτεται όλων τών έδρών τού πολυέδοου εις τά κέντρα των 
(διότι τά έπίπεδα ΑΒΓ, ΑΒΕ, θέλουν είναι κάθετα εις τό άκρον 
τής άκτΐνος), καί ή σφαίρα θέλει είναι εγγεγραμμένη εις τό πο­
λύεδρον ή τό πολύεδρον περιγεγραμμένου εις τήν σφαίραν.

"Ας ένωθώσιν αι ΟΑ, ΟΒ*  επειδή ΓΑ = ΓΒ, αί δύο πλάγια*
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ΟΑ, ΟΒ, μέ το νά άπομάζρύνωνται εσάζις τής ζαθέτου, Θέλουν 
είναι ίσαι*  το αυτδ υπάρχει διά δύο δποιασδήποτε άλλας γραμ- 
μάς ήγμένας άπδ τδ ζέντρον Ο είς τά άζρα τής αυτής πλευράς” 
δλαι λοιπδν αυται αί γραμμαε εϊναΐ' ίσαι μεταξύ των*  έάν λοιπδν 
άπδ τήν στεγμήν Ο ώς άπδ ζέντρον ζαι μέ τήν άζτΐναΟΑγρα- 
φθή σφαιριζή έπιφάνεια, ή έπιφάνεια αυτή θέλεε διέλθη. δεά τών 
κορυφών δλων τών στερεών γωνιών του πολυέδρου, ζαε ή σφαίρα 
Θέλει είναι περιγεγραμμένη είς τδ πολύεδρον, ή τούτο έγγεγραμ- 
μένον είς έζείνην.

Τούτου τεθέντος, ή λύσες του προτεθέντος προβλήματος δέν 
έχεε ζάμμεαν δυσκολίαν ζαε ήμπορεΐ νά έζτελεσθή ώς ακολούθως.

Δεδομένης τής πλευράς μεάς έδρας του πολυέδρου, άςγραφθή 
αυτή ή έδρα, ζαε ' έστω ΓΔ τδ άπδστημάτης. Ας ζητηθή δεά 
του προλαβόντος προβλήματος ή ζλεσες δύο προσζειμένων εδρών 
του πολυέδρου, ζαε άς γένη ή γωνία ΓΔΕ ίση μέ ταύτην τήν 
ζλεσεν. ’Άς ληφθή ΔΕ εση μέ ΓΔ, άς άχθώσεν αε ΓΟ ζαε ΕΟ 
κάθετοι έπι. ΓΔ ζαι ΕΔ*  αε δύο αυται ζάθετοι θέλουν συναπαν- 
τηθή είς μίαν στεγμήν Ο, ζαε ΓΟ θέλει είναι ή άζτις τής έγε- 
γραμμένης σφαίρας είς τδ πολύεδρον*  σχ. 249.

Έπι τής προεκβολής τής ΔΓ άς ληφθή ΓΑ ίση μέ τήν άζ- 
τΐνα του περιγεγραμμένου ζύζ’λου είς μίαν έδραν του πολυέδρου, 
ζαι ΟΑ θέλει είναι ή άζτις τής περιγεγραμμένης είς τδ αυτδ 
πολύεδρον σφαίρας.

Διότι τά ορθογώνια τρίγωνα ΓΔΟ, ΓΑΟ, του σχήματος 249, εί­
ναι ίσα μέ τά τρίγωνα του ίδίου ονόματος είς τδ σχήμα 248 : ού­
τως έν ω ΓΔ ζαι ΓΑ είναι αί άζτΐνες τών ζύζλων εγγεγραμ­
μένοι ζαε περιγεγραμμένου είς μίαν έδραν του πολυέδρου, ΟΓ ζαι 
ΟΑ είναι αί άζτΐνες τών σφαιρών έγγεγραμμένης ζαι περεγεγραμ- 
μένης είς τδ αυτδ πολύεδρον.

Σχόλιον. Ήμπορουμεν νά έξάξωμεν άπδ τάς προηγουμένας 
προτάσεις πολλάς συνέπειας.

Κάθε ζανονεζδν πολύεδρον ήμπορεΐ νά μοιρασθή εις τό- 
σας ζανονιζάς πυραμίδας, δσας έδρας έγει τδ πολύεδρον: ή ζοινή 
ζορυφή. τούτων τών πυραμίδων θέλει είναι τδ ζέντρον του πο­
λυέδρου, τδ δποΐον είναι ένταύτώ έζεΐνο τών σφαιρών έγγεγραμ­
μένης ζαι περιγεγραμμένης.

2.0ν Ή στερεοτης ένδς χανονιζου πολυέδρου είναι ίσηΧ μέ τή'ζ 
έπιφάνειάν του έπι τδ τριτημόριον τής άζτΐνος τής εγγεγραμμέ­
νης σφαίρας.,

3.^ Δύο κανόνιζα πολύεδρα του ίδιου δνδμοτος είναι δύο 
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όμοια στερεά, καί αί ομόλογοι διαστάσεις των είναι ανάλογοι*  λοι­
πόν αί άζτΐνες τών σφαιρών εγγεγραμμένης ή περιγεγραμμένης 
είναι μεταξύ των ώς αί πλευραί τούτων τών πολυέδρων.

4.0ν Έάν έγγραφθή κανονικόν πολύεδρον είς μίαν σφαίραν, τά 
ήγμένα επίπεδα, από τό κέντρον ■ κατά τάς διαφόρους πλευράς 
θέλουν μοιράσει τήν επιφάνειαν τής σφαίρας είς τόσα ίσα καί 
όμοια σφαιρικά πολύγωνα οσας έδρας έχει τό πολύεδρον.

Β I Β Α I Ο Ν Η'.

ΤΑ ΤΡΙΑ. ΣΤΡΟΓΓΥΛΑ ΣΩΜΑΤΑ.
-------------------

Ό ρ ι σ μ ο ί.

Καλείται κύλινδρος τό στερεόν τό δποΐον παράγεται 
από τήν περιστροφήν ορθογωνίου τινδς ΑΒΓΔ, ολόγυρα τής α­
κινήτου πλευράς ΑΒ. σχ. 250.

Είς ταύτην τήν ζίνησιν αί πλευραί ΑΔ, ΒΓ, πάντοτε μένου- 
σαι κάθετοι επί τής ΑΒ, γράφουσιν ίσα κυκλικά επίπεδα ΑΘΠ, 
ΓΗΚ, τά δποΐα καλούνται βάσεις του κυλίνδρου, καί ή 
πλευρά ΓΔ γράφει τήν κυρτήν έπιφάνειάν του.

Ή ακίνητος γραμμή ΑΒ καλείται άξων του κυλίνδρου.
Κάθε τομή Κ^ΑΜ, γινομένη είς τδν κύλινδρον κατά κάθετον 

του άξονος, είναι κύκλος ίσος · μέ έζάστην τών βάσεων: διότι έν 
ω τό ορθογώνιον ΑΒΓΔ στρέφεται ολόγυρα τής ΑΒ, ή γραμμή ΙΚ' 
κάθετος είς τήν ΑΒ, γράφει κυκλικόν έπίπεδον ίσον μέ τήν βά- 
σιν, και τό έπίπεδόν τούτο άλλο τι δέν είναι παρά ή γινομένη 
τομή καταζάθετον του άξονος είς τήν στιγμήν I.

Κάθε τομή ΠΚΘΗ, γινομένη διά του άξονος, είναι ορθογώ­
νιον διπλάσιάν του γεννήτορος ΑΒΓΔ.

Β\ Καλείται κώνος τό παραγόμενον στερεόν άπδ τήν πε­
ριστροφήν τού ορθογωνίου τριγώνου ΣΑΒ, ολόγυρα τής ακινήτου 
πλευράς ΣΑ. σχ. 25-1.

Είς ταύτην τήν ζίνησιν ή πλευρά ΑΒ γράφει κυκλικόν επίπε­
δον ΒΔΓΕ, το δποΐον καλείται βάσις τού κώνου, καί ή 
υποτείνουσα Σ Α γράφει τήν κυρτήν έπιφάνειάν του.

Η στιγμή Σ καλείται κορυφή τού κώνου, ΣΑ άξων ή 
υώος, ζαί ΣΒ πλευρά ή άπόστημα.
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Κάθε τομή ΘΚ'ΖΙ γινόμενη καταζάθετον τού άξονας, είναι 

κύκλος*  κάδε δέ τομή ΣΔΕ διά τού άξονος γινόμενη εΐναι ισο­
σκελές τρίγωνον διπλάσιαν τού γενήτορος ΣΑΒ.

Γ'. ’Εάν άπδ τδν κώνον ΣΓΔΒ άφαιρεθή διά τομής παραλλή­
λου τής βάσεως, δ κώνος ΣΖΚ'Θ, τδ έναπομένον στερεόν ΓΒΘΖ 
καλείται κολοβός κ ώ ν ο ς ή ζ ο ρ μ δ ς ζ ω ν ο υ.

Δυνάμεθα νά ύποθέσωμεν δτι γράφεται άπδ την περιστροφήν 
του τραπεζίου ΑΒΘΗ, του · οποίου αί γωνίαι Α και Η εΐναι 
όρθαί, ολόγυρα τής πλευράς ΑΗ. Η ακίνητος γραμμή ΑΗ κα­
λείται άξων ή ύψος του κορμού, οί κύκλοι ΒΔΓ, ΘΖΚ, 
εΐναι αί βάσεις του, ή δέ ΒΘ ή πλευρά του.

Δ'. Δύο κύλινδροι ή δύο κώνοι εΐναι ομοιοι όταν οί άξονες 
των ήναι μεταξύ των, ως αί διάμετροι τών βάσεων των.

Ε'. ’Εάν εις τδν κύκλον ΑΓΔ δστις χρησιμεύει ως βάσις εις 
εν α κύλινδρον, έγγραφθή πολύγωνον τδ ΑΒΓΔΕ, καί επί τής 
βάσεως ΑΒΓΔΕ ύψωθή ορθόν πρίσμα ισοϋψές μέ τδν κύλινδρον, 
τδ πρίσμα λέγεται έγγεγ ρ αμμένον είς τδν κύλινδρον, 
ή δ κύλινδρος πε ριγεγ ρ α μ μ ένο ς εις τδ π ρ ί σ μα. σχ. 252.

Φανερόν δτι επειδή αί κόψεις ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, ζ. τ. λ. τού πρί­
σματος, εΐναι κάθετοι εις τδ επίπεδον τής βάσεως, περιέχονται εις 
τήν κυρτήν επιφάνειαν τού κυλίνδρου*  λοιπόν, τδ πρίσμα και δ 
κύλινδρος άπτονται κατά ταύτας τάς κόψεις.

ς. Παρομοίως εάν ΑΒΓΔ εΐναι πολύγωνον περιγεγραμμένον 
εις τήν βάσιν κυλίνδρου τινδς, καί επί τής βάσεως ΑΒΓΔ κατα- 
σζευασθή ορθόν πρίσμα ισοϋψές μέ τδν κύλινδρον, τδ πρίσμα λέ­
γεται περιγεγραμμένον εις τδν κύλινδρον, ή δ κύ­
λινδρος έγγεγραμένος εις τδ πρίσμα, σχ. 253.

Έστωσαν Μ, Ν, ζ. τ. λ. αί στιγμαί τής αφής τών πλευρών 
ΑΒ, ΒΓ, ζ. τ. λ. καί ας ύψωθώσιν άπδ τάς στιγμάς Μ, Ν, ζ. τ. λ. 
αί κάθετοι ΜΧ, ΝΨ, ζ. τ. λ. εις τδ επίπεδον τής βάσεως· φα­
νερόν δτι αί κάθετοι αϋται θέλουν εΐναι ένταύτω εις τήν επιφά­
νειαν τού κυλίνδρου καί εις τήν τού περιγεγραμμένου πρίσματος· 
λοιπόν θέλουν εΐναι αί γραμμαί κατά τάς δποίας άπτονται.

Σ. Κ. Ό κύλινδρος, δ κώνος, καί ή σφαίρα, εΐναι τά τρία 
στρογγύλα σώματα περί τών δποίων γίνεται λόγος είς 
τά στοιχεία.
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Προοομιώο/) λήμματα έπάνω είς τάς έπιφανείας. 

Α'.
Ή επίπεδος επιφάνεια ΟΑΒΓΔ είναι μικροτέρα άπδ ζάθε άλ­

λην επιφάνειαν ΠΑΒΓΔ, ήτις περατούται είς τήν αύτήν περίμε­
τρον ΑΒΓΔ. σχ. 254.

Η προτασις αύτη είναι τόσον φανερά, ώστε, έπρεπε νά συγζα- 
ταριθμηθή μεταξύ τών αξιωμάτων διότι δυνατόν νά ύποτεθή οτι 
το έπίπεδον είναι μεταξύ τών επιφανειών δ,τι ή εύθεΐα γραμμή 
μεταξύ τών γραμμών: ή εύθεΐα γραμμή είναι ή βραχύτερα με­
ταξύ δύο δεδομένων σημείων, ομοίως το έπίπεδον είναι ή μικρό- 
τέρα έπιφάνεια μεταξύ δλων εκείνων, αί δποΐαι έχουν τήν αύτήν- 
περίμετρον πλήν έπείδή τά αξιώματα πρέπει νά] άχθώσιν είς τον, 
δσοντό δυνατόν μικρότερον αριθμόν, ιδού είς συλλογισμός δστις 
κάμμίαν άμφιβολίαν^δέν θέλει αφήσει έπάνω είςταύτην τήν πρότασιν.

Επειδή μία έπιφάνεια είναι έζτασις μήζος ζαι πλάτος έχουσα, 
αδύνατον νά νοηθή οτι έπιφάνειά τις είναι μαγαλητέρα άλλης τίνος,, 
χωρίς αί διαστάσεις τής πρώτης νά ύπερέχωσι κατά τινας έν - 
νοίας τάς τής δευτέρας*  ζαι έάν άζολουθήση δτι αί διαστάσεις 
έπιφανείας τίνος καθ’ δλας τάς .έννοιας είναι μιζρότεραι τών δια­
στάσεων άλλης έπιφανείας, φανερόν - δτι ή πρώτη θέλει είναι ή 
μικροτέρα τών δύο. Τώρα καθ’ οποίαν έννοιαν και άν διέλθη, το 
έπίπεδον ΒΠΔ, τό δποΐον τήν μέν έπίπεδον επιφάνειαν θέλει τέμ­
νει κατά τήν ΒΔ, τήν δέ άλλην έπιφάνειαν κατά τήν ΒΠΔ, ή 
εύθεΐα γραμμή ΒΔ πάντοτε θέλει είναι μικροτέρα τής ΒΠΔ*  ή 
επίπεδος λοιπόν έπιφάνεια ΟΑΒΓΔ είναι μικροτέρα τής περιζυ- 
ζλούσης έπιφανείας ΠΑΒΓΔ.

Β'.
Κάθε κυρτή έπιφάνεια ΟΑΒΓΔ είναι μικροτέρα δποιασδήποτε' 

άλλης έπιφανείας ήτις έπιστηριζομένη έπι τής αυτής περιμέτρου 
ΑΒΓΔ ήθελε περιζυζλδνεε τήν πρώτην. σγ. 255.

Έπαναλαμβάνομεν ένταύθα δτι διά κυρτήν επιφάνειαν 
έννοοΰμεν έπιφάνειαν ήτις δεν δύναται νά συναπαντηθή άπδ 
εύθεΐαν γραμμήν είς περισσότερα άπό δύο σημεία: και όμως δυ­
νατόν είναι εύθεΐα γραμμή άκριβώς νά έφαρμόζηται κατά τινα. 
έννοιαν έπι μιας κυρτής έπιφανείας βλέπομεν τούτου παραδείγματα 
είς τάς έπιφανείας τού κώνου ζαί κυλίνδρου. Παρατηρούμεν προ­
σέτι δτι ή ονομασία κυρτή έπιφάνεια δέν περιορίζεται μόνον είς 
τας ζαμπύλας έπιφανείας*  άλλά περιλαμβάνει ζαι τάς πολυε- 
δριζάς επιφάνιας ή συνθέτους άπό πολλά έπίπεδα, καί ομοίως 
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τάς έπιφανείας αί δποΐαι είναι μέρος ζαμπύλαι, ζαι μέρος 
πολυεδριζαί.

Τούτου τεθέντος, έάν ή επιφάνεια ΟΑΒΓΔ δέν είναι ή μικρό— 
τέρα άπδ δλας έζείνας αί δποΐαι τήν περιζυζλδνουν, έστω μεταξύ 
τούτων ΠΑΒΓΔ ή μιζροτέρα επιφάνεια ή δποία τδ πολύ θέλει 
είναι ίση μέ ΟΑΒΓΔ. Δι’ δποιασδήποτε στιγμής Ο άς διέλθη 
έπίπεδον τδ δποΐον νά άπτηται τής έπιφανείας ΟΑΒΓΔ χωρίς 
νά τήν τέμνη*  τδ έπίπεδον τούτο θέλει συναπαντήσει τήν επιφά­
νειαν ΠΑΒΓΔ, ζαι τδ μέρος τδ δποΐον απ’ αυτήν θέλει άφαί- 
ρέσει θά είναι μεγαλήτερον τού έπιπέδου τδ δποΐον τελειδνει εις 
τήν αυτήν έπιφάνειαν (λήμμ. Α’): λοιπδν, φυλαττομένου τού υ­
πολοίπου τής έπιφανείας ΠΑΒΓΔ δυνατδν αντί τού άφαιρεθέντος 
μέρους νά άντιζατασταθή τδ έπίπεδον, ζαι ήθελε προζύψει νέα 
επιφάνεια ήτις ήθελε περιζυζλδνει τήν έπιφάνειαν ΟΑΒΓΔ, ζαι 
ήθελεν είναι μιζροτέρα τής ΠΑΒΓΔ. Άλλ’ έξ ύποθέσεως, αύτη 
είναι μιζροτέρα άπδ δλας· τοιαύτη λοιπδν ύπδθεσις είναι αδύνα­
τος· δθεν επεται δτι ή ζυρτή έπιφάνεια ΟΑΒΓΔ είναι μιζροτέρα 
άπδ ζάθε άλλην ήτις τελειδνουσα εις τήν αυτήν περίμετρον ΑΒΓΔ 
ήθελε περιζυζλδνει τήν ΟΑΒΓΔ.

Σ χ δ λ ι ο ν. Διά συλλογισμού ζατά πάντα δμοίου ήθελεν άποδειχ θή.
1.0ν δτι, έάν ζυρτή τις έπιφάνεια περατουμένη άπδ δύο περι­

μέτρους ΑΒΓ, ΔΕΖ, περιζυζλούται άπδ δποιανδήποτε άλλην ε­
πιφάνειαν εις τάς αύτάς περιμέτρους-περατουμένην, ή περιζυζλου- 
μένη θέλει είναι ή μιζροτέρα τών δύο. σχ. 256.

2.0ν δτι, έάν- ζυρτή τις έπιφάνεια ΑΒ περιζυζλούται παντα- 
χδθεν άπδ άλλην τινά ΜΝ, είτε έχουσι σημεία, γραμμάς ή έπί- 
πεδα κοινά, είτε δέν έχουσι ζάνέν κοινδν σημεΐον, ή περιζυζλου- 
μένη πάντοτε θέλει είναι μιζροτέρα τής περιζυζλούσης.

Διδτι μεταξύ τούτων άδύνάτον νά ύπάρχη ζάμμία ήτις νά ήναι 
ή μιζροτέρα άπδ δλας, έπειδή εις δλας τάς περιστάσεις δυνατδν 
νά άχθη τδ έπίπεδον ΓΔ έφαπτδμενον τής ζυρτής έπιφανείας, ,τδ 
δποΐον ήθελεν είναι μιζρδτέρον τής έπιφανείας ΓΜΔ (λήμμ. Α'.) 
ζαι ούτως ή έπιφάνεια ΓΝΔ θά ήτο μιζροτέρα τής ΜΝ, τδ δ­
ποΐον έναντιούται εις τήν ύπδθεσιν δτι ή ΜΝ είναι μιζροτέρα 
άπδ δλας. Ή ζυρτή λοιπδν έπιφάνεια ΑΒ εϊναι μιζροτέρα άπδ 
τάς δσαι τήν περιζυζλδνουν.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α'.
Θεώρημα.

Ή στερεδτης παντδς κυλίνδρου είναι ίση μέ τδ γινόμενόν τής 
βάσεως του έπι τδ ύψος του.
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*Εστω ΑΓ ή άκτις της βάσεως του δεδομένου κυλίνδρου, Υ 

τδ ύψος του*  άς, παραστήσωμεν διά έπιφ. ΓΑ. τήν έπεφάνεεαν του 
κύκλου τού οποίου ή άκτις είναι ΓΑ*  λέγω οτι ή στερεότης του- 
κυλίνδρου θέλει είναι έπιό. ΓΑΧΥ. Διότι, έάν έπιφ. ΓΑχΥ 
δέν είναι τδ μέτρον τού δεδομένου κυλίνδρου, τδ γινόμενόν τούτο 
θέλει είναι τδ μέτρον. ένδς κυλίνδρου μεγαλητέρου ή μικρότερου- 
Και πρώτον μεν άς ύποθέσωμεν δτι είναι τδ μέτρον ένδς κυλίν­
δρου μικρότερου, φέρ’ είπεΐν, τού κυλίνδρου τού οποίου ΓΔ είναι 
ή άκτις τής βάσεως και Υ τδ ύψος. σχ. 258.

Άς περιγραφθή εις τδν κύκλον τού οποίου ή άκτις είναι ΓΔ, 
ζανονιζδν πολύγωνον τδ ΗΘΙΠ, τού οποίου αί πλευρά! νά μή 
συναπαντούν τήν περιφέρειαν τής οποίας ΓΑ είναι ή άκτις (10,4). 
Ας έννοηθή ακολούθως δρθδν πρίσμα βάσιν έχον τδ πολύγωνον 
ΗΘΙΠ, και ύψος Υ, τδ οποίον πρίσμα Θέλει είναι περιγεγραμ- 
μένον είς τδν κύλινδρον τής βάσεως τού οποίου ή άκτις είναι 
ΓΔ. Τούτου τεθέντος, ή στερεότης τού πρίσματος είναι ίση μέ 
τήν βάσιν ΗΘΙΠ, πολυπλασιασθενσαν έπι τδ ύψος Υ*  ή βάσις 
ΗΘΙΠ είναι μικρότερα τού κύκλου τού οποίου ΓΑ είναι ή άκτις: 
ή στερεότης λοιπδν τού πρίσματος είναι μικροτέρα άπδ έπιφ. 
ΓΑχΥ. Αλλά έπιφ.' ΓΑχΥ είναι, έξ ύποθέσεως, ή στερεότης 
τού εγγεγραμμένου είς τδ πρίσμα κυλίνδρου*  λοιπδν τδ πρίσμα 
ήθελεν είναι μιζρδτερον τού κυλίνδρου*  τώρα, έξ έναντίας, δ κύ­
λινδρος είναι .μικρότερος τού πρίσματος ώς περιεχόμεοος*  άδύνα- 
τον λοιπδν έπιφ. ΓΑχΥ νά ήναι τδ μέτρον τού κυλίνδρου τού· 
οποίου ΓΔ είναι ή άκτις τής βάσεως και Υ τδ ύψος*  ή, μέ γένικω- 
τέρους ορούς, τδ γινόμενόν τής βάσεως ένδς κυλίν­
δρου έπι τού ύψους του δέν ήμπορεΐ νά μετρή μι­
κρό τ ε ρ ο ν κύλινδρον.

Λέγω δεύτερον οτι, τδ ίδιον τούτο γινόμενόν δέν ήμπορεΐ νά 
μετρή μεγαλήτερον κύλινδρον: διότι, διά νά μή πολυπλασιάσω- 
μεν τά' σχήματα, έστω ΓΔ ή άκτις τής βάσεως τού δεδομένου 
κυλίνδρου, και έστω, εί δυνατδν, έπιφ. ΓΔχΥ τδ μέτρον μεγα­
λητέρου κυλίνδρου, φέρ’ είπεΐν, τού κυλίνδρου τού δποίου ΓΑ είναι 
ή άκτις τής βάσεως και Υ τδ ύψος.

Εάν γένη ή αυτή κατασκευή ώς είς τήν πρώτη*  περίστασιν, 
τδ περιγεγραμμένον είς τδν δεδομένον κύλινδρον πρίσμα θέλει 
έχει μέτρον ΗΘΙΓίχΥ: τδ έμβαδδν ΗΘΙΠ είναι μεγαλήτετρο'ζ 
απο έπιφ. ΙΔ*  λοιπδν ή στερεότης τού περί, ού δ λόγος πρίσμα­
τος είναι μεγαλητέρα άπδ έπιφ. ΓΔχΥ: τδ πρίσμα λοεπδν ή­
θελεν είναι μεγαλήτερον τού ισοϋψούς κυλίνδρου οστις εχει βάσιν 
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έπιφ. ΓΑ. Τώρα, έξ έναντίας, το πρίσμα, ώς περιεχδμενον, είναι 
μικρδτερον του κυλίνδρου*  αδύνατον λοιπδν ή βάσις 
ένδς κυλίνδρου πολυπλασιασθεϊσα έπί του ύψους 
του ν ά ή ν α ι τ δ μ έ τ ρ ο ν ένδς μ ε γ α λ η τ έ ρ ο υ κυλίνδρου.

Λοιπδν τέλος ή στερεότης τού κυλίνδρου είναι ίση μέ τδ γι­

νόμενόν της βάσεώς του έπί τδ ύψος τουί
Πόρισμα Αζ. Οί ισοϋψείς κύλινδροι είναι μεταξύ των ώς αί 

βάσεις των, καί οί κύλινδροι της αυτής βάσεως είναι μεταξύ των 
ώς τά ύψη των.

Πόρισμα Β'. Οί δμοιοι κύλινδροι είναι ώς οί κύβοι 
τών υψών, ή ώς οί κύβοι τών διαμέτρων τών βάσεων*  διότι αι 
βάσεις είναι ώς τά τετράγωνα τών διαμέτρων των*  και επειδή οί 
κύλινδροι είναι δμοιοι, αί διάμετροι τών βάσεων είναι ώς τά ύψη 
(δρ. 4.) λοιπδν αί βάσεις είναι ώς τά τετράγωνα τών υψών*  δ- 
Οεν αί βάσεις πολυπλασιασθεΐσαι έπί τά ύψη, ή οί ίδιοι κύλινδροι, 
είναι ως οι κυοοι των υΦων.

Σγδλιον. ’ΊΕστω Α ή άκτίς τής βάσεως του κυλίνδρου, Υ 
2

τδ ύψος, ή έπιράνεια τής βάσεως θέλει είναι πΑ (12, 4), 
2 2

και ή στερεότης του κυλίνδρου πΑχΥή πΑί.—

Π Ρ Ο Τ Α Σ I Σ. Β'.

Λ η μ μ α.
Ή κυρτή επιφάνεια παντδς ορθού πρίσματος είναι ίση μέ τή') 

περίμετρον τής βάσεως του πολυπλασιασθεΐσαν έπί τδ ύψος του.
Διότι ή Ιπιράνεια αύτη είναι ίση μέ τδ άθροισμα τών ορθο­

γωνίων ΑΖΗΒ, ΒΗΘΓ, ΓΘ1Δ, κ. τ. λ. άπδ τά δποΐα συγκρο­
τείται: τώρα τά ύψη ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ, κ. τ. λ. τούτων το5ν ορθογω­
νίων είναι ;ίσα μέ τδ ύύος τού πρίσματος*  αί βάσεις των ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΔ κ. τ. λ. δμού ληφθεΐσαι άποτελούν τήν περίμετρον τής 
βάσεως τού πρίσματος. Λοιπδν τδ άθροισμα τούτων τών ορθο­
γωνίων ή ή κυρτή επιφάνεια τού πρίσματος είναι ίση μέ τήν περίμε­
τρον τής βάσεώς του πολυπλασιασθεΐσαν έπί τδ ύψος του σχ. 252*

Πδρισμ’α. Αί κυρταί έπιφάνειαι δύο ορθών πρισμάτων τού 
αυτού ύψους, είναι μεταξύ των ώς αί περίμετροι τών βάσεών των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ'.

Λήμμα.
Ή κυρτή επιφάνεια τού κυλίνδρου είναι μεγαλητέρα τής κυρ- 
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της έπιφανείας κάθε εγγεγραμμένου πρίσματος, άλλα μικροτέρα 
της κυρτής έπιφανείας κάθε περιγεγραμμένου.

Διότι ή κυρτή επιφάνεια του κυλίνδρου καί ή του εγγεγραμ­
μένου πρίσματος ΑΒΓΔΕΖ ήμποροΰν νά θεωρηθούν ώς εχουσαι 
τδ αύτδ μήκος, διότι κάθε τομή εις τήν μίαν και εις τήν άλλην 
παραλλήλως τή ΑΖ γινόμενη, είναι ίση μέ τήν ΑΖ*  έάν δέ αί 
έπιφάνειαι αύται τμηθώσιν ύπδ έπιπέδων παραλλήλων τής βάσεως 
ή καθέτων εις τήν κδψιν ΑΖ, αι προκύπτουσαι τομαί θέλουν είναι; 
τά πλάτη τούτων τών έπιφανειών καί ίσαι, ή μέν, μέ τήν περι­
φέρειαν τής βάσεως, ή δέ, μέ τήν περίμετρον τού πολυγώνου 
ΑΒΓΔΕ μικροτέραν ταύτης τής περιφέρειας· επειδή λοιπδν ή 
κυλινδρική επιφάνεια έχει μέν μήκος ίσον μέ τήν πρισματικήν, 
πλάτος δέ μεγαλήτερόν, επεται, δτκίναι μεγαλητέρα. σχ. 252·

Διά συλλογισμού κατά πάντα δμοίου ήθελεν άποδειχθή οτι 
ή κυρτή έπιφάνεια τού κυλίνδρου είναι μικροτέρα τής έπιφανείας 
κάθε περιγεγραμμένου πρίσματος ΒΓΔΚ/ΑΘ. σχ. 253.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Δ'.
Θεώρημα.

Ή κυρτή έπιφάνεια τού κυλίνδρου είναι ίση μέ τήν περιφέρειαν 
τής βάσεως του έπι τδ ύψος του πολυπλασιασθείσαν.

νΕστω ΓΑ ή άκτίς τής βάσεως τού δεδομένου κυλίνδρου, Υ 
τδ ύύος του*  έάν παραστήσωμεν διά περ. ΓΑ τήν περιφέρειαν 
ήτις έχει άκτίνα ΓΑ, λέγω δτι περ. ΓΑχΥ θέλει είναι ή κυρτή 
έπιφάνεια τού κυλίνδρου*  διότι, έάν τούτο δέν ύπάρχη, πρέπει περ.. 
ΓΑΧΥ νά ήναι ή έπιφάνεια κυλίνδρου μεγαλητέρου ή μικροτέ- 
ρου*  καί πρώτον μέν άς ύποθέσωμεν οτι είναι ή έπιφάνεια κυλίν­
δρου μικροτέρου, φέρ’ είπεΐν, τού κυλίνδρου τού οποίου ΓΔ 
είναι ή άκτίς τής βάσεως και Υ τδ ύψος. σχ. 258.

’Άς περιγραφθή εις τδν κύκλον τού οποίου ή άκτίς είναι ΓΔ κα- 
νονικδν πολύγωνον τδ ΗΘΙΠ, τού οποίου αί πλευραί νά μή συ­
ναπαντούν τήν περιφέρειαν ήτις έχει άκτίνα ΓΑ*  άς έννοηθή α­
κολούθως δρθδν πρίσμα ύψος έχον Υ, καί βάσιν τδ πολύγωνον 
ΗΘΙΠ. Η κυρτή έπιφάνεια τούτου τού πρίσματος θέλει είναι 
ίση μέ τήν περίμετρον τού πολυγώνου ΗΘΙΠ έπι τού ύψους Υ 
πολυπλασιασθείσαν (προ. 2): ή περίμετρος αύτη είναι μικροτέρα 
τής περιφέρειας τής οποίας ή άκτίς είναι ΓΑ*  ή κυρτή λοιπδν 
επιφάνεια τού πρίσματος είναι μικροτέρα άπδ περί. ΓΑΧΥ. Αλλά 
περ. ΓΑΧΥ είναι, έξ ύποθέσεως, ή κυρτή έπιφάνεια τού κυλίν­
δρου τής βάσεως τού οποίου ή άκτίς είναι ΓΔ, ζαί δ οποίος 
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κύλινδοος εινα: εγγεγραμμένος εις τδ πρίσμα· ή κυρτή λοιπδν 
επιφάνεια του πρίσματος ήθελεν είναι μικρότερα τής του εγγε­
γραμμένου κυλίνδρου· άλλ’ έξ εναντίας πρέπει νά ήναι μεγαλη- 
τέρα (πρό. 3)· ή υπόθεσες λοιπόν από τήν οποίαν άνεχωρήσαμεν, 
είναι άτοπος· λοιπόν 1ή π ε ρ ι φ έ ρ ε ι α τ ή ς β ά σ ε ω ς του 
κυλίνδοου έπ'ιτδύψοςτου πολλαπλασ ι ασθ εΐσαδέν - 
ήμπορεΐ ν άμετρη τήν κυρτήν επιφάνειαν μι- 
κροτέρου κυλίνδρου.

Λέγω δεύτερον δτι τό ί'διον τούτο γινόμενον δεν ήμπορεΐ νά 
μετρή τήν επιφάνειαν μεγαλητέρου κυλίνδρου. Διότι, διά να μήν 
άλλάξωμεν σχήμα, έστω ΓΔ ή άκτις τής βάσεως τού δεδομένου 
κυλίνδρου, καί, εί δυνατόν, έστω περ. ΓΔ><Υ ή κυρτή επιφάνεια 
κυλίνδρου δστις μέ τδ αυτό ύψος, ήθελεν έχει βάσιν κύκλον μεγα­
λήτερον, φέρ’ είπεΐν, τον κύκλον τού όποιου ή άκτις είναι ΓΑ. 
Ε’κτελεσθείσης τής αυτής κατασκευής ώς εις τήν πρώτην ύπό- 
Οεσιν, ή κυρτή επιφάνεια τού πρίσματος θέλει είναι πάντοτε ιση 
μέ τήν περίμετρον τού πολυγώνου ΗΘΙΠ έπ’ι το ύψος Υ πολυ- 
πλασιασθεΐσαν. ’Αλλ’ ή περίμετρος αυτή είναι μεγαλητέρα από 
περ. ΓΔ· ή επιφάνεια λοιπόν τού πρίσματος ήθελεν είναι μεγα­
λητέρα άπδ περ. ΓΔΧΥ, τδ όποιον γινόμενον, έξ ύποθέσεως, 
είναι ή έπιφάνεια τού κυλίνδρου τού ίδιου ύψους και τού οποίου 
ή άκτις τής βάσεως είναι ΓΑ. Ή έπιφάνεια λοιπόν τού πρίσματος 
ήθελεν είναι μεγαλητέρα τής έπιφανείας τούτου τού κυλίνδρου. Αλ­
λά καί έάν τδ πρίσμα ήτον έγγεγραμμένον εις τδν κύλινδρον, 
ή έπιφάνείά του' ήθελεν είναι μικροτέρα τής τού κυλίνδρου, 
(πρό. 3), πολύ περισσότερον είναι μικροτέρα όταν τδ πρίσμα δέν 
εκτείνεται μέχρι τού κυλίνδρου. Εαι η δεύτερα αρα υποθεσις 
είναι αδύνατος· λοιπόν 2.°’ι ή περιφέρεια τής βάσεως τού 
κυλίνδρου έπί τδ ύψος του πολύπλασιασθεισα 
δέν ήμπορεΐ νά μετρή τήν επιφάνειαν μεγαλητέ­
ρου κυλίνδρου.

Λοιπόν τέλος ή κυρτή έπιφάνεια τού κυλίνδρου είναι ιση με την 
περιφέρειαν τής βάσεως του πολυπλασιασθεΐσαν έπί τδ ύψος του.

ΠΡΟΤΑΣΙΣΕ'.

Θεώρημα.
'Η στερεότης τού κώνου είναι ίση μέ τδ γινόμενον τής βάσεως 

του έπί τδ τριτημόριον τού ύψους του.
Έστω ΣΟ τδ ύύος τού δεδομένου κώνου, ΑΟ ή άκτις τής 

βάσεως· έάν σημειωθή διά έπιφ. ΑΟ ή έπιφάνεια τής βάσεως, 
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λέγω οτι ή στερεότης τούτου τού κώνου θέλει είναι ίση μέ έπισ. 
ΑΟΧ4-ΣΟ. σχ. 259.

Τω δντι, άς υποθέσωμεν 1 .ον δτι έπιφ. ΑΟΧ^ΣΟ είναι ή 
στερεότης μεγαλητέρου κώνου, φέρ’ είπεΐν, του κώνου του οποίου 
ΣΟ είναι πάντοτε τδ ύψος*  αλλά του οποίου ΟΒ, μεγαλητέρα 
άπδ ΑΟ, είναι ή ακτις' τής βάσεως.

Εις τδν κύκλον του οποίου ή άκτις είναι ΑΟ άς περιγραφθή 
κανονικόν πολύγωνον τδ ΜΝΠΓ τδ δποΐον νο^ μη συναπαντά τήν 
περιφέρειαν τής οποίας ή άκτις είναι ΟΒ (10, 4)· άς έννοηθή 
ακολούθως πυραμίς βάσιν έχουσα τδ πολύγωνον καί κορυφήν τήν 
στιγμήν Σ. Ή στερεότης ταύτης τής πυραμίδος (19, 6) είναι ίση μέ 
τδ έμβαδδν του πολυγώνου ΜΝΠΤ πολυπλασιασθέν έπι τού 
τριτημορίου τού ύψους ·Σ0. Άλλα τδ πολύγωνον, είναι μεγαλή- 
τερον τού εγγεγραμμένου κύκλου δστις παριστάνεται διά έπιφ. 
ΑΟ*  λοιπδν ή πυραμίς είναι μεγαλητέρα άπδ έπιφ. ΑΟΧ'ΣΟ, 
τδ δποΐον γινόμενόν, έξ ύποθέσεως, είναι τδ μέτρον τού κώνου 
τού δποίου. Σ είναι ή κορυφή καί ΟΒ ή άκτις τής βάσεως. Τώρα, 
έξ έναντίας, ή πυραμίς ώς περιεχομένη ’είναι μικροτέρα τού κώ­
νου*  λοιπδν 1.0ν αδύνατον ή βάσις τού κώνου έπί τδ τριτημό­
ριον τού ύψους του πολυπλασιασθεΐσα νά ήναι τδ μέτρον μεγαλη- 
τέοου κώνου.

Λέγω 2.ον δτι τδ ίδιον τούτο γινόμενον δέν ήμπορεΐ νά ήναι τδ 
μέτρον κώνου μικροτέρου. Διότι, διάνα μήν άλλάξωμεν σχήμα, 
έστω ΟΒ ή άκτις τής βάσεως τού δεδομένου κώνου, καί, εί δυ­
νατόν, έστω, έπιφ. ΟΒΧγΣΟ ή στερεότης τού κώνου δστις έ­
χει ύψος ΣΟ καί βάσιν τδν κύκλον τού δποίου ΑΟ είναι ή άκτις. 
Γενομένης τής αυτής κατασκευής ώς άνωτέρω, ή πυραμίς ΣΜΝΠΤ 
θέλει έχει μέτρον τδ έμβαδδν ΜΝΠΤ πολυπλασιασθέν έπι ~ ΣΟ. 
Α’λλά τδ έμβαδδν ΜΝΠΤ είναι μικρότερων άπδ έπιφ. ΟΒ*  λοι­
πόν ή πυραμίς ήθελεν έχει μέτρον μικρότερον άπδ έπιφ. ΟΒΧ ~ 
ΣΟ, καί έπομένως ήθελεν είναι μικροτέρα άπδ τδν κώνον τού δ­
ποίου ΑΟ είναι ή άκτις τής βάσεως καί ΣΟ τδ ύψος. Τώρα, έξ 
έναντίας, ή πυραμίς είναι μεγαλητέρα τού κοόνου, διότι ούτος πε- 
ριέχεται*  λοιπόν 2.0ν αδύνατον ή βάσις ένδς κώνου πολυπλασια- 
σθεΐσα τού τριτημορίου τού ύψους του νά ήναι τδ μέτρον μικρό­
τερου κώνου.

Λοιπδν τέλος ή στερεότης τού κώνου είναι ίση μέ ΐδ γινόμενον 
τής βασεώς του έπί τδ τριτημόριον τού ύψους του.

Πόρισμα. Κ οίνος είναι τδ τριτημόριον κυλίνδρου τής αυτής 
βάσεως καί τού ίδιου ύψους*  δθεν έπεται.-
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1.®» "Οτι οί ίσούώέΐς κώνοι ει/αι μεταξύ των ώς αί βάσεις των. 

2.» "Οτι οί κώνοι ίσων βάσεων είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των.
3.0ν "Οτι οί ομοιο$ κώνοι είναι ώς οί κύβοι τών διαμέτρων 

τών βάσεων των, ή ώς οί κύβοι τών υψών των.
Σνόλιον. Έστω Α ή άκτίς της βάσεως τού κώνου, Υ τδ 

Λ 2
ύψος του*  ή στέρεότης τού κώνου θέλει είναι πΑ X ’ Υ ή ’ πΑΥ. 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ σ'.

Θ ε ώ ρ η μ. α.

’Ο κολοβός κώνος ΑΔΕΒ, τού δποίου ΑΟ, ΔΠ εϊναι αί ακτί­
νες τών βάσεων και ΠΟ τδ ύψος, έχει μέτρον | π.

—2 —2
ΟΗ. (ΑΟ-Ι-ΔΠ+ΑΟΧΔΠ). Σχ.[26Ο.

Έστω ΤΖΗΘ τριγωνική πυραμίς τού αυτού ύψους μέ τδν 
κώνον ΣΑΒ, και τής οποίας ή βάσις ΖΗΘ νά ισοδύναμη μέ 
τήν βάσιν τού κώνου. Δυνάμεθα νά ύποθέσωμεν δτι αί δύο αύ- 
ται βάσεις εύρίσκονται είς τδ "αύτδ επίπεδον τότε αί κορυφαί 
Σ καί Τ ισάκις θέλουν απέχει άπδ τδ έπίπεδον τών βάσεων, 
καί τδ έπίπεδον ΕΠΔ προεκβληθέν θέλει κάμει είς τήν πυραμίδα 
ττν του.ήν ΙΚ'Α. Λέγω τώρα οτι ή τομή αύτη ΙΚ'Α ισοδύναμε! 
μέ τήν βάσιν ΔΕ’ διότι αί βάσεις .ΑΒ, ΔΕ, είναι μεταξύ των 
ώς τά τετράγωνα των ακτινών ΑΟ, ΔΠ (11, 4), η ως τα 
•τετράγωνα τών υψών ΣΟ, ΣΙ 1’ τα τρίγωνα ΖΗΘ, ΙΚΛ, εϊναι μετα­
ξύ των ώς τά τετράγωνα τών ίδιων τούτων υψών (15, 6)’ λοιπδν οί 
κύκλοι ΑΒ, ΔΕ, είναι μεταξύ των ώς τά τρίγωνα ΖΗΘ, ΙΚ'Α. Αλ­
λά, έξ ύποθέσεως, τδ τρίγωνον ΖΗΘ είναι ισοδύναμον μέ τδν κύκλον 
ΑΒ· λοιπδν τδ τρίγωνον ΙΚ'Α είναι ισοδύναμον μέ τδν κύκλον ΔΕ.

Τώοα, ή βάσις ΑΒ πολυπλασιασθεΐσα έπί -ψΣΟ εϊναι ή στε- 
ρεότης'τού κώνου ΣΑΒ, καί ή βάσις ΖΗΘ· πολυπλασιασθεΐσα έπί 
ψ ΣΟ εϊναι ή τής πυραμίδος ΖΗΘ· λοιπδν, έξ αιτίας τών ισοδυ­
νάμων βάσεων, ή στερεότης τής πυραμίδος, εϊναι Γση μέ τήν τού 
κώνου. Διά λόγον παρόμοιον, ή πυραμίς ΤΙΚ'Α είναι ισοδύναμος 
■μέ τδν κώνον ΣΔΕ' λοιπδν ό κορμδς τού κώνου ΑΔΕΒ ισοδύ­
ναμε! μέ τδν κορμόν τής πυραμίδος ΖΗΘΙΚ'Λ. Άλλ’ ή βάσις 
ΖΗΘ, ίσοδυναμούσα μέ τδν κύκλον τού οποίου ή άκτίς εϊναι ΑΟ,

—2 -—2
έχει μέτρον πΧ ΑΟ' δμοίως]ή βάσις (Κ'Α=πΧΔΠ, καί ή 

μ.έση άνάλογος· μεταξύ πΧΑΟ καί πΧΔΠ είναι πΧΑΟΧΔΠ'
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ή στερεωτής λοιπδν του κορμού τής πυραμίδος, ή ή στεοεέτης τού 
—2 ' —2

κορμού τού κώνου, έχει μέτρον-’-ΟΠΧ (πχΑΟ+^ΧΔΤΙ-Η 
πΧΑΟχΔΙΙ) (20, 6), τδ οποίον είναι το αύτδμέψ-πχΟΠ 

—2 —2
χ (ΑΟ+ΔΠ+ΑΟΧΔΠ).

II Ρ Ο Τ Α Σ I Σ Ζ'.

Θ ε ώ ρ η μ α*
Ή κυρτή επιφάνεια τού κώνου είναι ίση μέ τήν περιφέρειαν τής 

βάσεώς του έπι τδ·ήμισυ τής πλευράς του πολυπλασιασθεϊσαν.
’ΊΕστω ΑΟ ή άκτίς τής βάσεως τού δεδομένου κώνου, Σ ή 

κορυφή του, καί ΣΑ ή πλευρά του*  λέγω δτι ή έπιφανειάτου θέ­
λει είναι περ. ΑΟΧήΣΑ. Διότι έστω, εί δυνατόν, περ. ΑΟχ 
ή-ΣΑ, ή επιφάνεια ένδς κώνου δστις κορυφήν μέν έχει τήν στιγ­
μήν Σ, βάσιν δέ τον γεγραμμένον κύκλον άπδ τήν άκτϊνα ΟΒ 
μεγαλητέραν τής ΑΟ*  σχ. 259.

*Α.ς περιγραφθή εις τον μικρόν κύκλον κανονικόν πολύγωνον τδ 
ΙΙΜ ΓΓ, τού οποίου αί πλευραι νά μή συναπαντούν τήν περιφέρειαν 
ήτες έχει άκτϊνα ΟΒ*  καί έστω ΣΜΝΠΤ κανονική πυραμίς, ήτες 
βάσιν μέν ήθελεν έχει τδ πολύγωνον, κορυφήν δέ-τήν στιγμήν Σ*  
τδ τρίγωνον ΣΜΝ εν άπδ τά συγκροτοΰντα τήν κυρτήν επιφά­
νειαν τής πυραμίδος, έχει μέτρον τήν βάσιν του ΜΝ έπι τού 
ήμίσεως τού ύψους ΣΑ. πολυπλασιασθεϊσαν, τδ δποϊον ύψος είναι 
ένταύτω ή πλευρά τού δεδομένου κώνου*  επειδή τδ ύψος τούτο 
είναι ίσον εις δλα τά άλλα τρίγωνα ΣΝΙί, ΣΠΚ, κ. τ. λ. έπεται 
δτι ή κυρτή επιφάνεια τής πυραμίδος είναι ίση μέ τήν περίμετρον 
ΠΜΙΤΜ έπι ’ ΣΑ πολυπλασιασθεϊσαν*  άλλ’ ή περίμετρος ΜΝ- 
ΠΤΜ είναι μεγαλητέρα άπδ περ. ΑΟ*  ή κυρτή λοιπδν επιφάνεια 
τής πυραμίδος είναι μεγαλητέρα άπδ περ. ΑΟΧή-ΣΑ, και έπο- 
μένως μεγαλητέρα τής κυρτής επιφάνειας*τού  κώνου δστις μέ τήν 
αυτήν κορυφήν Σ ήθελεν έχει βάσιν τον γεγραμμένον κύκλον άπδ 
τήν άκτϊνα ΟΒ. Τώρα, έξ εναντίας, ή κυρτή επιφάνεια τού κώ­
νου είναι μεγαλητέρα άπδ τήν τής πυραμίδος*  διότι εάν ή βάσις 
τής πυραμίδος τεθή επί τής βάσεως έτέρας ίσης πυραμίδος, και 
τδ αύτδ γένη και ώς προς τδν κώνον*  ή επιφάνεια των δύο κώνων 
θέλει περικυκλώσει πανταχδθ^ν τήν επιφάνειαν των δύο πυραμί­
δων*  ή πρώτη λοιπδν επιφάνεια θέλει είναι μεγαλητέρα τής δευ- 
τέρας (λήμ. 2)*  διά τούτο ή επιφάνεια τού κώνου είναι μεγαλη­
τέρα τής επιφάνειας τής πυοαμίδος ήτις περιέχεται. Τδ εναντίον

14
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ηθελεν είναι συνέπεια της ύποθέσεώς μας· ή ύπόθεσις λοιπόν αυτή 
είναι αδύνατος*  άρα 1.0ν ή περιφέρεια τής βάσεως τού κώνου έπι 
τδ ήμισυ τής πλευράς του πολυπλασιασθέΐσα δεν ήμπορεΐ νά με­
τρή τήν επιφάνειαν μεγαλητέρου κώνου.

Αέγφ 2.ον δτι■ τδ ίδιον γινόμενον δεν ήμπορεΐ νά μετρή τήν 
επιφάνειαν μικρότερου κώχου. Διότι έστω ΒΟ ή άζτις τής βά­
σεως τού δεδομένου, κώνου, και, εί δυνατόν έστω περ. ΒΟΧΑ 
ΣΒ ή επιφάνεια τού κώνου, τού οποίου Σ είναι ή κορυφή, και 
ΑΟ, μικρότερα τής ΟΒ,’ ή άζτις τής βάσεως.

Γενομένηςτής αυτής κατασκευής ώς άνωτέρω, ή επιφάνεια τής 
πυραμίδος ΣΜΝΠΤ πάντοτε. θέλει είναι ίση μέ τήν περίμετρον 
ΜΝΪΙΤ πολυπλασιασθεΐσαν έπι ~ΣΑ. Τώρα ή περίμετρος ΜΝ 
ΠΤ είναι μιζροτέρα τής περ. ΒΟ, ΣΑ είναι μιζροτέρα άπδ ΣΒ*  
λοιπόν διά τούς δύο τούτους λόγους ή κυρτή έπιφάνεια τής πυ- 
ραμίδος είναι μικρότερα άπδ περ. Βθχ~ΣΒ, τδ δποΐον γινό­
μενον, έξ ύποθέσεώς, είναι ή έπιφάνεια τού κώνου τού οποίου 
ΑΟ είναι ή άζτις τής βάσεως*  λοιπόν ή έπιφάνεια τής πυραμί­
δας ηθελεν είναι μιζροτέρα τής τού έγγεγραμμένου ζώνου. Τώρα, 
έξ έναντίας, είναι μεγαλητέρα*  διότι έάν τεθή ή βάσις τής πυ­
ραμίδας έπι τής βάσεως έτέρας ίσης πυραμίδας και τδ αύτδ γέ­
νη και ώς πρδς τον κώνον, ή έπιφάνεια τών δύο πυραμίδων παν- 
ταχόθεν θέλει περιτυλίσσει τήν τών δύο κώνων, καί επομένως

•σι είναι μεγαλητέρα. Λοιπδν 2.0ν άδύνατον ή περιφέρεια τής 
βάσεως δεδομένου κώνου έπι τδ ήμίσυ τής πλευράς του πολυ- 
πλασιασθεΐσα νά μετρή τήν έπιφάνειάν μιζροτέρου ζώνου.

Λοιπόν τέλος ή κυρτή έπιφάνεια ένδς κώνου είναι ίση μέ τήν 
' ριφέρεϊαν τής βάσεώς του έπι τδ ήμισυ τής πλευράς του πο-

·. ασιασθεΐσαν.
(,όλιον. ’ίΕστω II ή πλευρά τού κώνου, Α ή άζτις τής 

βάσεώς του, ή περιφέρεια ταύτης τής βάσεως θέλει είναι 2πΑ, 
ζαί ή επιφάνεια τού κώνου θέλει έχει μέτρον 2πΑΧςΠ ή πΑΠ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ηί

Θ εώ ρη μα.
Ή κυρτή έπιφάνεια τού κορμού τού κώνου ΑΔΕΒ είναι ίση ■ 

με τήν πλευράν του ΑΔ έπι τδ ήμιάθροισμα τών περιφερειών τών 
δυο του βάσεων ΑΒ, ΔΕ πολυπλασιασθεΐσαν. σχ. 261.

έπίπεδον ΣΑΒ τδ διερχόμενον διά τού άξονος ΣΟ άς 
άχθή ή ΑΖ κάθετος έπι τήν ΣΑ, καί άς ληφθή ή ΑΖ ίση μέ 
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τήν περιφέρειαν ήτις έχει.άζτΐνα ΑΟ*  άς έπιζευχθή ΣΖ ζαι άς 
άγθή ή ΔΘ παράλληλος τή ΑΖ.

’Εξ αίτιας τών δμοίων τρίγωνων ΣΑΟ, ΣΔΓ, έχομεν ΑΟ : 
ΔΓ :: ΣΑ :ΣΔ, καί διά τήν δμοιδτητα τών τριγώνων ΣΑΖ, ΣΔΘ, 
έχομεν ωσαύτως ΑΖ : ΔΘ :: ΣΑ: ΣΔ*  λοιπδν ΑΖ : ΔΘ :: ΑΟ : ΔΓ, 
ή::περ. ΑΟ: περ. ΔΓ (11, 4). Άλλ’ έζ τής κατασκευής ΑΖ 
— περ. ΑΟ’ λοιπδν ΔΘ = περ. ΔΓ. Τούτου τεθέντος, τδ τρί­
γωνον ΣΑΖ, τδ δποΐον έχει μέτρον ΑΖΧ^ΣΑ, είναι ί'σον’μέ 
τήν επιφάνειαν τού κώνου ΣΑΒ, ήτις έχει μέτρον περ. ΑΟ X

ΣΑ. Διά λδγον παρδμοιον τδ τρίγωνον ΣΔΘ είναι ίσον μέ τήν 
επιφάνειαν τού κώνου ΣΔΕ’ λοιπδν ή επιφάνεια τού κορμού 
ΑΔΕΒ είναι ίση μέ τήν τού τραπεζίου ΑΔΘΖ*  αυτή έχει μέτρον 
(7, 3), ΑΔΧ (ΑΖ-|-ΔΘ)· ή έπιφάνεια λοιπδν τού κορμού τού κώ-

2
νου ΑΔΕΒ είναι ίση μέ τήν πλευράν του ΑΔ πολυπλασιασθεΐσαν 
επί τδ ήμιάθροισμα τών περιφερειών τών β-άσεών του.

Πόρισμα. Άπδ τήν στιγμήν I, μέσον τής ΑΔ, ας άχθη 
ή ΙΚΆ παράλληλος τή ΑΒ, ζαι ή ΙΜ παράλληλος τή ΑΖ*  δεεζ- 
νύομεν ώς ανωτέρω οτι 1Μ = περ. ΙΚ'. Άλλα τδ τραπέιζον 
ΑΔΘΖ=ΑΔ X ΙΜ = ΑΔ X περ. ΙΚ'. ήμπορουμεν λοιπδν 
άζυμη νά είπωμεν οτι ή έ π ι φ· ά ν ε ι α τ ο ύ ζ ω ν ι ζ ο ύ ζ ο ρ μ ο ύ 
είναι ι'ση μέ τήν πλευράν του πολυπλασιασθεΐσαν 
έπι τήν περιφ'έρειαν τής το μ ή ς τη ς γινο μ ένη ς είς 
ίσον απόστημα άπδ τάς δύο βάσεις.

Σχδλιον. ’Εάν γραμμή τις ΑΔ, καθ’ ολην της τήν έκτασιν ' 
άπδ τδ αυτδ μέρος τής γραμμής ΟΓ και εν τώ αύτώ έπιπέδω 
κειμένη, περιστρέφεται δλδγυρα τής ΟΓ, ή γραφόμενη επιφάνεια 
άπδ τήν ΑΔ θέλει έχει μέτρον ΑΔ X ΑΟ-μπε^.; Αίγ,’ήΑΔ

Χπερ. ΙΚ'. οπού αί γραμμαί ΑΟ, ΔΓ, ΙΚ' είναι κάθετοι ήγμέ- 
ναι άπδ τά άζρα καί άπδ τδ μέσον τής γραμμής ΑΔ έτί τού 
άξονος ΟΓ. , , ζ ~

Διότι έάν προεκβληθώσιν αί ΑΟ, ΟΓ έως οΰ νά συναπαντη- 
θώσιν είς Σ, φανερδν οτι ή γραφόμενη άπδ τήν ΑΔ επιφάνειαν 
είναι ή τού κολοβού κώνου τών βάσεων τού δποίου ΟΑ καί ΔΓ 
είναι αί άζτΐνες, έχοντος τού' δλου κώνου κορυφήν τήν στιγμήν 
Σ. Αοιπδν ή επιφάνεια αυτή θέλει έχει τδ είρημένον μέτρον.

Τδ μέτρον τούτο ήθελε πάντοτε υπάρχει, και δταν ή στιγμή 
Δ ήθελε πέσει είς Σ, έζ τού δποίου ήθελε προζύψει κώνος, καί 
ωσαύτως δταν ή γραμμή ΑΔ ήθελεν είναι παράλληλος τού ά~ 

14*
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ξονος, έζ του οποίου ήθελε γεννηθή ζόλινδρος. Εις τήν πρώτην 
ιτερίστασιν ή ΔΓ ήθελεν είναι μηδέν, εις ^τήν' δευτέραν ίση μέ τήν 
ΑΟ χαΐ μέ τήν ΙΚ/.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ο;

Λήμμα.
ΐστωσαν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, πολλά; διαδοχιζαι πλευραι κανονικού 

πολυγώνου, Ο το ζέντρον του, ζαι ΟΙ ή άζτις του εγγεγραμμέ­
νου ζύζλου*  ύποτεθέντος δτι ή μερις τού πολυγώνου ΑΒΓΔ, δλη 
άπδ το αυτό μέρος τής διαμέτρου ΖΗ ζειμένη, περιστρέφεται ολό­
γυρα ταότης τής διαμέτρου, ή γραφομένη επιφάνεια άπδ ΑΒΓΔ 
θέλει έχει μέτρον ΜΚ X περ. Οί, δντος ΜΙί του ύψους*  ταυτης 
τής επιφάνειας ή του περιεχομένου μέρους του άξονος μεταξύ 
τών ζαθέτων-ΑΜ, ΔΚ. σχ. 262.

Επειδή ή στιγμή I είναι τδ μέσον τής ΑΒ, ζαι ΙΚ/ κάθετος ’ 
έπι του άξονος ήγμένη άπδ τήν στιγμήν I, ή γραφομένη έπεφά-

* νεια άπδ τήν ΑΒ θέλει έχει μέτρον ΑΒΧ περ. ΙΚ/ (προ. 8). 
Α’ς άχθη ή ΑΧ παράλληλος του άξονος*  τά τρίγωνα ΑΒΧ, ΟΙΚ.

“ έχουν τάς πλευράς ζαθέτους τήν ζάθε μίαν είς τήν ζάθε μίαν, 
δηλαδή τήν ΟΙ είς τήν ΑΒ, τήν ΙΚ/ είς τήν ΑΧ, ζαι τήν ΟΚ/ 
είς τήν ΒΧ*  είναι λοιπδν δμοια ζαι δίδουν τήν άναλογίαν ΑΒ: 
ΑΧ ή ΜΝ : :ΟΙ:ΙΚΑ> ή: : περ. ΟΙ: περ. ΙΚ/*  λοιπδν ΑΒ X

■■ περ. ΙΚ==ΜΝΧ περ. Οί. σΟθεν βλέπομεν δτι ή ,γραφομένη 
επιφάνεια άπδ τήν ΑΒ είναι ίση μέ τδ ύψος της ΜΝ έπι τήν πε- 

# · ριφέρειαν τού εγγεγραμμένου ζύζλου πολυπλασιασθέν ωσαύτως
ή γραφομένη επιφάνεια άπδ ΒΓ, — Νίΐχ περ. ΟΙ, ή γραφομένη 
άπδΓΔ, — ΠΚΧ περ. ΟΙ. Λοιπδν ή άπδ τήν μερίδα του πο­
λυγώνου ΑΒΓΔ γραφομένη έχει μέτρον (ΜΝ+ΝΠ-ψ-ΠΚ) X 
περ. ΟΙ, ή ΜΚΧ περ. ΟΓ είναι λοιπδν ίση μέ τδ ύψος της επί 
τήν περιφέρειαν του εγγεγραμμένου χόχλου πολυπλασιασθέν.

Πόρισμα. ’Εάν τδ δλον πολύγωνον είναι άρτιόπλευρον, ζαΐ 
δ άξων ΖΗ διέρχεται διά δύο απέναντι κορυφών Ζ ζαι Η, ή δλη 
γραφομένη επιφάνεια άπδ τήν περιστροφήν τού ήμιπολυγώνου ΖΑΓΗ 

< . - θέλει είναι ίση μέ τδν άξονα ΖΗ πολυπλασιασθέντα έπι τήν πε- 
- ριφέρειαν τού εγγεγραμμένου χόχλου*  δ άξων ΖΗ ένταύτω θέλει 

είναι ή διάμετρος του περιγεγραμμμένου χόχλου.
ΠΡΟΤΑΣΙΣ ι;

Θεώρημα.
Ή επιφάνεια τής σφαίρας είναι ίση μέ τήν διάμετρόν της έπΙ τήν 

περιφέρειαν μεγίστου χόχλου πολυπλασιασθεΐσαν.
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Λέγω 1.°*  δτι ή διάμετρος της σφαίρας έπί τήν περιφέρειαν 
μεγίστου κύκλου της πολυπλασιασθεΐσα δέν ήμπορεΐ νά μετρή τήν 
έπιφάνειαν μεγαλητέρας σφαίρας. Διότι έστω, εί δυνατδν, ΑΒχ 
πεο. ΑΓ ή. επιφάνεια τής σφαίρας ήτις έχει άκτΐνα ΓΔ. σχ. 263.

Εις τδν κύκλον του δποίου ή άκτις είναι ΓΑ, άς περιγραφθή 
Ιρτιδπλευρον κανονικόν πολύγωνον τδ δποΐον νά μή συναπαντά 
:ήν περιφέοειαν ήτις έχει άκτΐνα ΓΔ*  έστωσαν Μ και Σ δυο 
απέναντι ζορυφαί τούτου του πολυγώνου*  καί δλογυρά τής δια­
μέτρου ΜΣ άς περιστραφή τδ ήμιπολύγωνον ΜΠΣ. Ή γραφο- 
μένη επιφάνεια θέλει έχει μέτρον ΜΣΧ περ. ΑΓ (προ. 9.)*  αλ­
λά ΜΣ είναι μεγαλητέρα τής ΑΒ*  λοιπδν ή άπδ τδ πολύγωνον 
γραφομένή επιφάνεια είναι μεγαλητέρα άπδ ΑΒΧ περ. ΑΓ, 
και έπομένως μεγαλητέρα. άπδ τήν επιφάνειαν τής σφαίρας άκτις- 

■τής δποίας είναι ΓΔ. Τώρα, έξ εναντίας, ή επιφάνεια τής σφαίρας 
είναι μεγαλητέρα τής .άπδ τδ πολύγωνον γραφόμενης, επειδή ή 
π,οώτη πεοιτυλίσσει πανταχδθ'εν τήν δευτέραν. Αοιπδν 1.0ν ή διά­
μετρος σφαίρας τινδς έπί τήν περιφέρειαν μεγίστου κύκλου της 
πολυπλασιασθεΐσα δέν ήμπορεΐ νά μετρή τήν επιφάνειαν μεγαλη­
τέρας σφαίρας.

Λέγω 2.07 οτι τδ ίδιον τούτο γινόμενόν δέν ήμπορεΐ νά με­
τρή τήν επιφάνειαν μικροτέρας σφαίρας. Διότι έστω, εί δυνατδν, 
ΔΕΧ περ. ΓζΓ ή επιφάνεια τής σφαίρας ήτις έχει άκτΐνα ΓΑ. 
Γενομένης τής αυτής κατασκευής ώς εις τήν πρώτην περίστασιν, 
ή έπιφάνεια του γεννομένου στερεού άπδ τδ πολύγωνον θέλει είναι 
ίση μέ ΜΣ X περ, ΑΓ, ’Αλλά ΜΣ είναι μικρότερα τής ΔΕ, καί 
πεο. ΑΓ .μιζροτέρα τής περ. ΓΔ*  λοιπδν, διά τούς δύο τούτους 
λδγους, ή έπιφάνεια του άπδ' τδ πολύγωνον γραφόμενου στερεού 
ήθελεν είναι μιζροτέρα άπδ ΔΕ X περ. ΓΔ,*  ζαι έπομένως μιζρο- 
τέοα τής έπιφανείας τής σφαίρας τής δποίας ή άκτις είναι ΑΓ. 
Τώοα, έξ έναντίας, ή γραφομένή, άπδ τδ πολύγωνον έπιφάνεια, 
είναι μεγαλητέρα τής έπιφανείας τής σφαίρας, τής· δποίας ή άκτις 
είναι ΓΑ, διότι ή πρώτη έπιφάνεια, περιτυλίσσει τήν δευτέραν*  
λοιπδν 2.07 ή διάμετρος τής σφαίρας έπί τήν περιφέρειαν μεγί­
στου κύκλου της πολυπλασιασθεΐσα δέν ήμπορεΐ νά μετρή τήν 
έπιφάνειαν μιζοοτέρας σφαίρας.

' Τΐ έπιφάνεια λοιπδν τής σφαίρας είναι ίση μέ τήν διάμετρον 
τής έπί τήν' περιφέρειαν μεγίστου κύκλου της πολυπλασιασθείσαν.

Πόρισμα. Τΐ έπιφάνεια μεγίστου κύκλου έχει μέτρον τδ γι­
νόμενόν τής περιφέρειας του έπί τδ ήμισυ τής άκτΐνος ή τδ τε- 
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ταρτον τής διαμέτρου1 ή επιφάνεια λοιπον της σφαίρας έ Γ- 
να ι τετραπλάσια της επιφάνειας μεγίστου κύκλου,

Σχόλιον. Άφ’ου κατ’αυτόν τον τρόπον έμετρήθη καί έσυγ- 
κρίθη ή επιφάνεια της σφαίρας μέ επιπέδους επιφάνειας, εύκολον 
νά προσδιορισθή ή απόλυτος -τιμή τών ατράκτων και σφαιρικών 
τριγώνων, τών οποίων ανωτέρω έπροσδιορίσθη δ λόγος μέ τήν 
δλην επιφάνειαν τής σφαίρας.

Και πρώτον μέν δ άτρακτος του οποίου ή γωνία είναι Α, είναι 
προς τήν σφαιρικήν επιφάνειαν ώς ή γωνία Α προς τέσσαρας δρ­
θάς (20, 7), ή ώς τδ τόξον του μεγίστου κύκλου τδ δποΐον 
μετρεΐ τήν γωνίαν Α πρδς τήν περιφέρειαν τούτου του ίδίου με­
γίστου κύκλου. ’Αλλ’ ή επιφάνεια τής σφαίρας ίσοΰτάι μέ ταύτην 
τήν περιφέρειαν πολυπλασιασθεΐαν έπί τήν διάμετρον ή' επιφάνεια 
λοιπδν του ατράκτου είναι ίση μέ' τδ τόξον τδ δποΐον μετρεΐ τήν 
γωνίαν τούτου τού ατράκτου έπί τήν διάμετρον πολυπλασεασθέν.

Δεύτερον δέ κάθε σφαιρικόν τρίγωνον ίσοδυναμεΐ μέ άτρακτον 
του δποίου ή γωνία είναι ίση/ μέ τδ ήζμισυ τής υπεροχής του 
-αθροίσματος τών τριών γωνιών του έπάνω εις δύο δρθάς (23, 7). 
Εστωσαν λοιπδν ΤΙ, Κ, Ρ τά τόξα μεγίστου κύκλου τά δποΐα 
μετρούν τάς τρεΐς γωνίας του τριγώνου. Έστω Γ ή περιφέρεια 
μεγίστου κύκλου καί Δ ή διάμετρός του· τδ σφαιρικόν τρίγωνον 
θέλει ίσοδυναμεΐ μέ τον άτρακτον τού δποίου ή γωνία έγει μέτρον 

-------------------, και επομένως η επιφάνεια του υελει είναι Δχ 
(π 4-κ -μρ—

2
Ούτως, όταν τδ τρίγωνον ήναι τρισορθογώνιον, έκαστον τών 

τόξων II, Κ, Ρ, είναι ίσον μέ ~ Γ, τδ άθροισμά των μέ ~ 
Γ, ή υπεροχή τού αθροίσματος τούτου έπάνω εις ~ Γ, είναι |· 
Γ, καί τδ ήμισυ ταύτης τής υπεροχής — } Γ*  ή επιφάνεια λοι­
πόν του τρισορθ.ογωνίου τριγώνου = 2- Γ X Δ, ίσούται δηλαδή 
μέ.τδ όγδοον μέρος τής όλης σφαιρικής έπιφανείας.

Τδ μέτρον τών πολυγώνων έπεται αμέσως άπδ τδ τών τρι­
γώνων, άλλως δέ κατά πάντα έπροσδιορίσθη διά τής προ. ΚΔ 
βιβλ. Ζ', διότι ή μονάς του μέτρου, ήτις είναι τδ τρισορθογώ- 
νιον τρίγωνον έκτιμήθη εις επίπεδον επιφάνειαν.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΑ'.
Θεώρημα.

επιφάνεια δποιασδήποτε σφαιρικής ζώνης είναι ίση μέ ' τδ
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ύψος ταύτης τής ζώνης έπί τήν περιφέρειαν μεγίστου κύκλου 
πολυπλασιασθέν. σχ. 269.

νΕστω ΕΖ δποιονδήποτε τόξον έλασσον ή μεΐζον τεταρτημό­
ριου περιφέρειας, και άς καταιβασθή ή ΖΗ κάθετος έπι τήν 
ακτίνα ΕΓ*  λέγω οτι ή μέ μίαν μονήν βάσιν ζώνη, ή άπο τήν περι­
στροφήν τού τόξου ΕΖ ολόγυρα-τής ΕΓ*γραφόμενη,  θέλει έχει 
μέτρον ΕΗ X περ. ΕΓ. σχ. 269.

Διότι άς ύποθέσωμεν κατά πρώτον ότι ή ζώνη αυτή έχει μέ­
τρον μικοότε-ρον, καί, εί δυνατόν, έστω τό μέτρον τούτο = ΕΗ 
X περ. ΓΑ. "Άς έγγράφθή είς τό τόξον ΕΖ μερίς κανονικού 
πολυγώνου ΕΜΝΌΗΖ αί πλευραι τής οποίας νά μή φθάνουν 
είς τήν περιφέρειαν τήν άπό τήν ακτίνα ΓΑ γραφομένην, και άς 
καταιβασθή ή ΓΙ κάθετος, έπι τήν ΕΜ’ ή άπό τό πολύγωνον 
ΕΜΖ ολόγυρα τής ΕΖ στρεφόμενου γρ^φομένη έπιφάνεια έχει 
μέτρον ΕΗ X περ. ΓΙ (προ. 9). Ή ποσότης αύτη' είναι με­
γαλητέρα άπό ΕΗ X περ. ΑΓ, τήν, έξ ύποθέσεως, μετρούσαν 
τήν άπό τό τόξον ΕΖ γραφομένην ζώνην. "Η άπό τό πολύγω­
νον λοιπόν ΕΜΝΟΠΖ γραφόμενη έπιφάνεια ήθελεν είναι μεγαλη­
τέρα τής υπό τού περιγεγραμμένου τόξου ΕΖ γραφομένης έπιφανείας· 
τώρα, έξ έναντίας, ή τελευταία αύτη έπιφάνεια ώς περιτυλίσσουσα 
τήν πρώτην πανταχόθεν είναι μεγαλητέρα αυτής*  λοιπόν 1.0ν τό 
μέτρον κάθε σφαιρικής ζώνης μέ μίαν μόνην βάσιν δέν ήμπορεΐ 
νά ήναι μικρότερον .του ύψους ταύτης τής ζώνης έπι τήν περι­
φέρειαν μεγίστου κύκλου πολυπλασιασθέντος.

Λέγω δεύτερον δτι τό μέτρον τής ίδιας ζώνης δέν ήμπορεΐ 
νά ήναι μεγαλήτερον του ύψους ταύτης τής ζώνης έπι τήν περι­
φέρειαν μεγίστου κύκλου πολυπλασιασθέντος. Διότι άς ύποθέσω­
μεν ότι δ λόγος είναι περί τής υπό τού τόξου ΑΒ ολόγυρα τής 
ΑΓ γραφομένης ζώνης, καί έστω, εί δυνατόν, ζώνη ΑΒ^> ΑΔ 
X πεο. ΑΓ. Ή όλη τής’ σφαίρας έπιφάνεια άπό δύο ζώνας ΑΒ, 
ΒΘ συνισταμένη, έχει μέτρον ΑΘ X περ. ΑΓ (πρό. 10), ή 
ΑΔ X περ. ΑΓ ΔΘ X περ. ΑΓ*  έάν λοιπόν ζώνη ΑΒ 
ΑΔ X περ. ΑΓ, άναγκαίως ζώνη ΒΘ <ζ ΔΘ X περ. ΑΓ' τό 
δποΐον έναντιοΰται είς τά ήδη άποδειχθέντα. Λοιπόν 2.ον τδ μέ­
τρον μέ μίαν μόνην βάσιν σφαιρικής ζώνης δέν ήμπορεΐ νά ήναι 
μεγαλήτερον τού ύψους ταύτης τής ζώνης έπί τήν περιφέρειαν 
μεγίστου κύκλου πολυπλασιασθέντος.

Λοιπόν τέλος κάθε σφαιρική ζώνη μέ μίαν μόνην βάσιν έχει 
μέτρον τό^ΰψος ταύτης τής ζώνης έπί τήν περιφέρειαν μεγίστου 
κύκλου πολυπλασιασθέν.
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’Ας θεωρήσωμεν τώρα δποιανδήποτε ζώνην, μέ δύο βάσεις, 

άπδ την περιστροφήν του τδξου ΖΘ δλδγυρα τής διαμέτρου ΔΕ 
γραφομένην, καί άς ζαταιβασθώσιν αί κάθετοι ΖΟ, ΘΚ έπι ταύ- 
της τής διαμέτρου. Έΐ άπδ τδ τδξον ΖΘ γραφόμενη ζώνη είναι 
ή διαφορά δύο ζωνών άπδ τά τδξα ΔΘ καί ΔΖ γραφόμενων*  
αύται μετρουνται' ύπδ ΔΚ X περ. ΓΔ ζαι.ΔΟ X περ. ΓΔ*  ε­
κείνη λοιπδν έχει μέτρον (ΔΚ — ΔΟ) X περ. ΓΔ ή ΟΚ X 
περ. ΓΔ.

Όποιαδήποτε λοιπδν σφαιρική ζώνη μέ μίαν ή .δύο βάσεις, 
έχει μέτρον τδ ύψος της έπι τής περιφερείας μεγίστου ζύζλου 
πολυπλασιασθέν. σχ. 220.

Πόρισμα. Δύο ζώναι εις τήν αυτήν ή εις ίσας σφαίρας 
λαμβανδμεναι, είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των, ζαι οπουδή­
ποτε ζώνη είναι πρδς τήν -επιφάνειαν τής σφαίρας ώς τδ ύψος 
ταύτης τής ζώνης πρδς τήν διάμετρον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΒ':
Θ ε ώ ρ η μ, α.

Έάν τδ. τρίγωνον ΒΑΓ καί τδ ορθογώνιον ΒΓΕΖ τής αυτής 
βάσεως ζαι τού ίδιου ύψους ταυτοχρδνως στρέφονται δλδγυρα 
τής κοινής βάσεως ΒΓ, τδ γραφδμενον άπδ τήν περιστροφήν του 
τριγώνου στερεδν Θέλει είναι τδ τρίτον τού κυλίνδρου τού γραφο­
μένου άπδ τήν περιστροφήν τού' ορθογωνίου. σχ. 264 και 265.

'Άς ζαταιβασθή επί τού άξονός ή κάθετος ΑΔ*  δ άπδ τδ τρί­
γωνον ΑΒΔ γραφδμενος κώνος είναι τδ τρίτον τού άπδ τδ ορ­
θογώνιον ΑΖΒΔ γραφομένου κυλίνδρου (πρδ. 5), ώσαύτως δ 
άπδ τδ τρίγωνον ΑΔΓ γραφδμενος κώνος είναι τδ πρίτον τού' 
άπδ τδ ορθογώνιον ΑΔΓΕ γραφομένου κυλίνδρου*  τδ άθροισμα 
λοιπδν τών" δύο κώνων ή τδ άπδ τδ ΑΒΓ τρίγωνον γραφδμενον 
στερεδν είναι τδ τρίτον τού αθροίσματος τών δύο κυλίνδρων ή 
τού άπδ τδ ορθογώνιον ΒΓΕΖ γραφομένου κυλίνδρου, σχ. 264*

Έάν ή κάθετος ΑΔ πέση έκτδς τού Τριγώνου, τδτε τδ άπδ 
τδ ΑΒΓ γραφδμενον στερεδν θέλει είναι ή διαφορά τών άπδ ΑΒΔ 
και ΑΓΔ γραφομένων κώνων*  άλλ’ ένταύτώ δ άπδ ΒΓΕΖ γρα­
φδμενος κύλινδρος θέλει είναι ή διαφορά τών άπδ ΑΖΒΔ, ΑΕΓΔ 
γραφομένων κυλίνδρων. Ίΐ στερεότης λοιπδν' τού άπδ τήν περι­
στροφήν τού τριγώνου γραφομένου στερεού, πάντοτε Θέλει είναι τδ 
τρίτον τού άπδ τήν περιστροφήν τού ορθογωνίου τής αυτής βά­
σεως καί τού ίδιου ύψους γραφομένου κυλίνδρου, σχ. 265.

Σ χ δ λ ι ο ν. Τΐ έκφρασις τής έπιφανείας τού κύκλου οστις
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έχει ακτίνα ΑΔ είναι π X ΑΔ· λοιτών π X ΑΔ X ΒΓ είναι το 
__ 2

μέτρου του γραφόμενου κυλίνδρου άπό ΒΓΕΖ, και ~ π X ΑΔ 
X ΒΓ είναι τό μέτρον του γραφόμενου στερεού από τδ τρίγω­
νον ΑΒΓ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΓΓ'.

II .ο ό β λ η μ α.
Ύπότεθέντος ότι τό τρίγωνον ΓΑΒ στρέφεται ολόγυρα. της 

. γραμμής ΓΔ, ήγμένης οπωσδήποτε έκτος τού τριγώνου από την 
κορυφήν του Γ, νά εύρεθή τό μέτρον του ούτω γεννωμένου στε­
ρεού. σχ. 266.

’Άς προεκβληθή ή πλευρά ΑΒ έως ου νά συναπάντήση τον ά­
ξονα ΓΔ εις Δ, άπό .τάς στιγμάς Α και Β άς καταιάασθώσιυ 
έπι τού άξονος αί κάθετοι ΑΜ, ΒΝ.

Τό γραφόμενου στερεόν άπό τό τρίγωνον ΓΑΔ έχει μέτρον-' 
—2

(προ. 12) π X ΑΜ X ΓΔ*  τό γραφόμενου στερεόν άπό τδ
—2

τρίγωνον ΓΒΔ έχει μέτρον ~ π X ΒΝ X ΓΔ*  ή διαφορά λοιπόν 
των στερεών τούτων ή τό άπό ΑΒΓ γραφόμενου στερεόν έχε:: 

—2—2 *
μέτρον ά- - (ΜΑ — ΒΝ) X ΓΔ.

Δυνατόν νά δοθή εις ταύτην την έκφρασιν άλλη μορφή*  άπό 
την στιγμήν I, μέσον τής ΑΒ, άς άχθη,. ή ΙΚέ κάθετος επί την 
ΓΔ, και διά τής στιγμής Β άς άχθη ή ΒΟ παράλληλος τήΓΔ,. 
θέλει είναι ΑΜ ψ ΒΝ — 2ΙΚ' (7, * 3) και ΑΜ — ΒΝ = ΑΟ*

_ 2 _ 2
λοιπόν (ΑΜ + ΒΝ) (ΑΜ —ΒΝ) ή ΑΜ — ΒΝ = 2ΙΚ' X ΑΟ 
(10, 3). Τό μέτρον λοιπόν τού περί ου δ λόγος στερεού εκ­
φράζεται και διά π X ΙΚ' X ΑΟ X ΓΔ. Άλλ’ εάν καταιβασθή 
ή Γ1Ι κάθετος έπι την ΑΒ, τά τρίγωνα ΑΒΟ, ΔΓΠ, θέλουν 
είναι όμοια, και θέλουν δώσει την αναλογίαν ΑΟ: ΓΠ:: ΑΒ: ΓΔ. 
οθεν προκύπτει ΑΟ ΧΓΔ =ΤΠ X ΑΒ*  άλλως ΓΠ X ΑΒ 
είναι τό διπλάσιοι τού έμβαδού τού τριγώνου ΑΒΓ*  ούτως έ- 
χομεν ΑΟ X ΓΔ — 2ΑΒΓ*  τό γραφόμενου λοιπόν στερεόν άπό 
τό τρίγωνον ΑΒΓ έχει ομοίως μέτρον ~ π X 4®Γ X ΙΚέ, ή, 
οπερ ταύτόν, ΑΒΓΧ ~περ. Π£ζ* (διότι, περ. ΙΚ = 2π. Ιίι). 
Τό γραφόμενου λοιπόν στερεόν άπό την περιστροφήν 
τού τριγώνου ΆΒΓ, έχει μέτρον το έμβα’δόν τούτου 
τού τριγώνου π ο λ υ π λ α σ!. α σ Ο έ ν ΙτΛ τ ά δ ύ ο τ.ρ ί τ α τ ή ς 
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περιφερείας τήν οποίαν γράφε: ή στιγμή ί μέσον 
τής βάσεως του.

Πόρισμα. Έάν ή πλευρά ΑΓ = ΓΒ, ή γραμμή ΓΙ θέλει 
είναι κάθετος εις ΑΒ, τό εμβαδόν ΑΒΓ θέλει ϊσουται μέ ΑΒ 
X ά ΓΙ, και ή .στερεότης < π X ΑΒΓ X ΙΚ,' αποβαίνει | π X 
ΑΒ X ΤΚ' χ ΓΙ. Αλλά τά τρίγωνα ΑΒΟ, ΓΙΚ', είναι όμοια 
καί δίδουν τήν αναλογίάν ΑΒ: ΒΟ ή ΜΝ :: ΓΙ: IΚ.. λοιπόν ΑΒ 
χ Πί' = ΜΝ X ΓΓ τό γραρόμενον λοιπόν στερεόν άπό τό ίσο- 

, — 2
σκελές τρίγωνον ΑΒΓ θέλει έχει μέτρον ξ π X X ΓΙ. 
σχ. 267.

Σχόλιου. Ή γενική λύσις φαίνεται δτι υποθέτει τήν συνα­
πάντησα μέ τον άξονα τής γραμμής ΑΒ δταν προεκβληθή*  άλλα 
τά εξαγόμενα επίσης ήθελον είναι άληθή και δταν ή ΑΒ ήθελεν 
εΐναι παράλληλος του άξονος.

Τω οντι δ γραφόμενος κύλινδρος άπδ ΑΜΝΒ έχει μέτρον π. 
—2 * —2
ΑΜ. ΜΝ, δ γραφόμενος κώνος άπδ ΑΓΜ = ~π. ΑΜ. ΓΜ, 

και δ γραφόμενος κώνος άπδ ΒΓΝ == 3^· ΑΜ. ΓΝ. Η πρόσθε- 
σις τών δύο πρώτων στερεών και ή- άφαίρεσις άπδ τδ εξαγόμενον 

.χ, / /Λ <Χ λ 5 / ? .Λτου τρίτου, όιόει οια την στερεότητα του γραφόμενου στερεού απο 
1 —2

ΑΒΓ, π.ΑΜ. (ΜΝ ψ ' ΓΜ — |ΓΝ): και επειδή ΓΝ — ΓΜ 

ζζζ:ΜΝ, ή έκφρασις αυτή ,άγεται εις π. ΑΜ. ή-ΜΝ ή~π. ΓΠ. 
ΜΝ, τδ οποίον συμφωνεί μέ τά -ήδη εύρεθέντα εξαγόμενα, σχ. 268. 

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΔ';

Θεώρημα.

’ΊΕστωσαν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, πολλαι διαδοχικαι πλευραί κανονικού 
πολυγώνου, Ο τδ κέντρον του, και ΟΙ ή άκτις του εγγεγραμ­
μένου κύκλου· έάν ύποτεθή δτι δ πολυγωνικός τομεύς ΑΟΔ, άπδ 
τδ αυτό μέρος τής διαμέτρου ΖΗ κείμενος, στρέφεται δλόγυρα 

αυτής, τδ γραφόμενου στερεόν θέλει έγει μέτρον ~ π. ΟΙ. ΜΚ, 
ένθα ΜΚ είναι τδ μέρος του άξονος τδ δποΐον περατούται άπδ 
τάς άκρινάς καθέτους ΑΜ^ ΔΚ. σχ. 262.

Τω δντι, επειδή τδ πολύγωνον είναι "κανονικόν, δλα τά τρί­
γωνα ΑΟΒ, ΒΟΓ, κ. τ. λ. είναι ίσα και ισοσκελή. Τώρα, κατά 
τδ πόρισμα τής προλαδούσης προτάσεως, τδ παραγόμενον 
στερεόν άπδ τδ ισοσκελές τρίγωνον ΑΟΒ έχει μέτρον π.
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—2
ΟΙ. ΜΝ, τδ γραφόμενον στερεόν άπδ το τρίγωνον ΒΟΓ έχει μέτρον 

Υ π. ΟΙ. Νϊί, ζαι τό γραφόμενον στερεόν από τό τρίγωνον 

ΓΟΔ έχει μέτρον π. ΟΙ. ΠΚ*  τό άθροισμά λοιπόν τούτων τών 
στερεών, ή τό δλόν στερεόν τό γραφόμενον από τον πολυγωνι- 

—2
κόν τομέα ΑΟΔ, θέλει έχει μέτρον - π. ΟΙ. (ΜΝ -}- ΝΙΙ -|- 

—2 ' Χ
ΠΚ) ή | π. ΟΙ. ΜΚ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΕ'.

Θεώρημα.

Κάθε σφαιρικός τομεύς έχει μέτρον τήν ζώνην τήν χρησι- 
μεύουσαν εις αυτόν ώς βάσιν έπί τό τριτημόριον τής άζτΐνος 
πολυπλασιασθεΐσαν, ζαι ή όλη σφαίρα έχει μέτρον τήν επιφάνειαν 
της έπι τό τριτημόριον τής άζτΐνος πολυπλασιασθεΐσαν.

ΤΖστω ΑΒΓ δ ζυζλιζός τομεύς οστις, μέ τήν περιστροφήν του 
ολόγυρα τής ΑΓ, γράφει τον σφαιρικόν τομέα. Ούσης τής γρα­
φόμενης από ΑΒ ζώνης ίσης μέ ΑΔ X περ. ΑΓ ή 2π. ΑΓ. 
ΑΔ (πρό. 12), λέγω ότι δ σφαιρικός τομεύς θέλει έχει μέτρον 

__2 
ταύτην τήν ζώνην έπι | ΑΓ πολυπλασιασθεΐσαν, ή | π. ΑΓ» 
ΑΔ. σχ. 269.

Τω δντι, άς ύποθέσωμεν 1.ον, εί δυνατόν, ότι ή ποσότης αύ- 
_ 2

τη ~π. ΑΓ. ΑΔ είναι τό μέτρον μεγαλητέρου σφαιρικού τομέως, 
φερ’ έίπεΐν, του γραφομένου άπδ τον κυκλικόν τομέα ΕΓΖ ομοιον 
μέ τον ΑΓΒ.

’Άς έγγραφθή εις τό τοξον ΕΖ ή μερις κανονικού πολυγώνου 
ΕΜΝΖ αί πλευραί τής οποίας νά μή συναπαντούν τό τοξον ΑΒ*  
άς έννοηθή άζολούθως ότι εν ω στρέφεται δ κυκλικός τομεύς ΕΓΖ, 
στρέφεται και δ πολυγωνικός ΕΝΖΓ δλόγυρα τής ΕΓ. ’ίΕστω 
ΓΙ ή άκτις τού εις τό πολύγωνον εγγεγραμμένου κύκλου, καί 
άς ζαταιβασθή ή ΖΗ κάθετος έπί τής ΕΓ. Τό γραφόμενον στε- 

' _ 2
ρεδν από τον πολυγωνικόν τομέα θέλει έχει μέτρον --π. ΓΙ. Ε1Ι 
(πρό. 14). Τώρα ΓΙ είναι μείζων τής ΑΓ εκ τής κατασκευής, 
καί ΕΗ μείζων τής ΑΔ*  διότι, έπιζευχθεισών τών ΑΒ, ΕΖ, 
τά τρίγωνα ΕΖΗ, ΑΒΔ, όντα όμοια, δίδουν τήν άναλογίανΕΗ; 
ΑΔ:: ΖΗ: ΒΔ :: ΓΖ :ΓΒ· λοιπόν ΕΗ ΑΔ.
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Διά τούς δύο τούτους λόγους ~ π. ΓΙ. ΕΗ είναι μεΐζον του- π.ΓΑ. 
ΑΔ: ή πρώτη έκφρασις είναι τδ μέτρον τού γραφομένου στερεού 
άπδ τον πολυγωνικόν τομέα, ή δεύτερα, έξ ύποθέσεως, είναι ή 
τού σφαιρικού τομέως τού γραφομένου άπδ τον κυκλικόν ΕΓΖ*  
λοιπόν τδ γραφομενον στερεόν άπδ τον πολυγωνικόν τομέα ήθε- 
λεν είναι μεΐζον γραφόμενου σφαιρικού τομέως άπδ τον κυκλικόν. 
Τώρα, έξ εναντίας^ τδ περί οΰ δ λόγος στερεόν είναι μικρότε- 

τομέως, ώς περιεχόμενον*,  ή ύπόθεσις λοιπόν 
άνεχωρήσαμε/ είναι αδύνατος*  λοιπόν 1,ον ή 

.ζώνη ή βάσις σφαιρικού τομέως έπι τδ τριτημόριον της άκτΐνος 
πολυπλασεασθεΐσα δεν ήμπορεΐ νά μετρή μεγαλήτερον σφαιρικόν 
τομέα.

Λέγω 2Λ' οτι τδ ιοιρν τούτο γινόμενον δεν ήμπορεΐ νά με- 
τρη μικρότερου σφαιρικόν τομέα. Διότι· έστω ΓΕΖ δ κυκλικός 
τομεύς οστις μέ την περιστροφήν του παράγει τον σφαιρικόν δε­

δομένου, τομέα,» καί άς υποτεθή,· εί δυνατόν οτι | π. ΓΕ. ΕΗ 
είναι τδ μέτρον μικροτέρου σφαιρικού τομέως, φέρ είπεΐυ, τού 
άπδ τον κυκλικόν τομέα ΑΓΒ παραγομένου. Μενουσης τής .αυ­
τής κατασκευής ώς ανωτέρω, το γραφομενον στερεόν από του 

πολυγωνικόν τομέα θέλει έχει πάντοτε μέτρον γ π. ΓΙ. ΕΗ. 
Αλλά Π είναι μικροτέοα τής ΓΕ*  λοιπόν τδ στερεόν είναι μι- 

κροτερον τού | π. ΓΕ. ΕΗ, μέτρου, έξ ύποθέσεως, του γραφο­
μένου σφαιρικού τομέως άπδ τον κυκλικόν ΑΓΒ- Τδ γραφόμενου 
λοιπόν στερεόν άπδ τον πολυγωνικόν τομέα ήθελεν είναι μικρό- 
τερον τού γραφομένου σφαιρικού τομέως άπδ ΑΓΒ. Τώρα, έξ 
εναντίας, τδ*  περί οΰ δ λόγος στερεόν, ώς περιέχον τον σφαιρι­
κόν τομέα, είναι μεγαλήτερον άπδ αυτόν. Λοιπόν αδύνατον 
ή ζώνη σφαιρικού τομέως πολυπλασιασθεΐσα έπι το' τριτημόριον 
τής άκτΐνος νά ηναι. τδ μέτρον μικροτέρου σφαιρικού τομέως.

Κάθε λοιπόν σφαιρικός τομεύς έχει μέτρον την ζώνην, ήτις 
χρησιμεύει εις αυτόν ώς βάσις, πολυπλασιασθεΐσαν έπι το τριτη­
μόριον τής άκτΐνος.

Κυκλικός τομεύς ΑΓΒ ήμπορεΐ νά αύξήση έως ού νά γένη 
. ΐσος μέ τδ ημικύκλιον*  τότε δ. γραφόμενος άπδ την περιστροφήν 
του σφαιρικός τομεύς είναι ή όλη σφοίίρα. ΤΙ στερ έότης'λοι­
πόν τής σφαίρας ίσούται μέ την επιφάνειαν της επί 
τδ τριτημόριον τής άκτΐνός της πολυπλασασθεΐσαν.
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Πόρισμα, Έπειδή αί έπιφάνειαι τών σφαιρών είναι ώς τά 
τετράγωνα τών αχτίνων των, αί επιφάνεια: αύται έπι τάς αχτίνας 
πολυπλασιασθεΐσαι είναι ώς οί κύβοι τών αχτίνων. Αοιπόν αί 
στερ ε οτητε ς δύο σφαιρών είναι ώς οί κ ύ β ο ι τών άκ*  
τίνων των, ή ώς οί κύβοι τών διαμέτρων των.

Σχόλιον. Έστω Α ή άκτίς τής σφαίρας, ή έπιοάνειά της 
2 2 . 1 3

θέλει είναι 4πΑ, καί ή στεοεότηςτης 4πΑ X ~ Α, ή | πΑ*  έάν 
' 3 3

κληθή Δ ή διάμετρος, θέλει εΤναι Α = -ξ Δ, καί Α — ξ Δ*  ή στερεό- 
* . 3 3

της λοιπόν τής σφαίρας Θέλει έκφρασθή καί διά | π X -ξ Δ, ή~ πΔ<

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ις'.

Θ ε ώ ρ η μ α.
Τί επιφάνεια τής σφαίρας εΐναι προς τήν ολην επιφάνειαν του 

περιγεγραμμένου κυλίνδρου (περιλαμβανόμενων τών βάσεων του) 
ώς 2 προς 3. Αί στερεότητες τών δύο τούτων σωμάτων είναι 
μεταξύ των είς τον αυτόν λόγον.

Έστω ΜΝΠΚ. δ μέγιστος κύκλος τής σφαίρας, ΑΒΓΔ τόπε- 
ριγεγραμμένον τετράγωνον*  έάν ένταύτω περιστραφίοσι τό ημικύ­
κλιον ΠΜΚ καίτό ήμιτετράγωνον ΠΑΔΚ δλόγυρα τής διαμέτρου 
ΠΚ, τό μέν ημικύκλιον θέλει γράψει τήν σφαίραν, τό δέ ήμιτε- 
τράγωνον τον εις ταύτην περιγεγραμμένον κύλινδρον*  σχ. 270.

Τό ύψος ΑΔ τούτου τού κυλίνδρου ίσούται μέ τήν διάμετρον 
ΠΚ, ή βάσίς τού κυλίνδρου ώς έχουσα διάμετρον τήν ΑΒ ίσην 
■μέ τήν ΜΝ, ίσούται μέ τόν μέγιστον κύκλον*  ή κυρτή λοιπόν 
τού κυλίνδρου έπιφάνεια (πρό. 4) είναι ίση μέ τήν περιφέρειαν τού 
μεγίστου κύκλου επί τήν διάμετρόν του πολυπλασιασθεΐσαν. Τό 
μέτρον τούτο είναι καί τής επιφάνειας τής σφαίρας (πρό. 10)*  ο- 
θεν επεται ότι ή επιφάνεια τής'σφαίρας ίσούται μ έ τήν 
κυρτήν επιφάνειαν τού π ε ρ ι γ ε γ ρ α μ μ έ ν ο υ κυλίνδρου.

Αλλ ή έπιφάνεια τής σφαίρας είναι ίση μέ τέσσαρας μεγί­
στους κύκλους*  ή κυρτή λοιπόν τού κυλίνδρου έπιφάνεια είναι 
ώσαύτως ίση μέ τέσσαρας μεγίστους κύκλους: έάν προστεθώσιν 
αί δύο βάσεις ίσοδυναμούσαι μέ δύο μεγίστους κύκλους, ή όλη 
τού περιγεγραμμένου κυλίνδρου επιφάνεια θέλει είναι ίση μέ έξ 
μεγίστους κύκλους*  ή έπιφάνεια λοιπόν τής σφαίρας είναι πρός 
τήν δλην επιφάνειαν τού περιγεγραμμένου κυλίνδρρυ' ώς 4 πρός 
6, ή ώς 2 πρδς 3. ’ίδού αποδεδειγμένου τό πρώτον μέρος τής 
προτάσεως.
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Διά τήν άπόδειξιν του δευτέρου, άς παρατηρηθώ δτι επειδή 

ή βάσις τού περιγεγραμμένου κυλίνδρου είναι ίση μέ μέγιστον 
κύκλον και τδ ύψος του μέ τήν διάμετρον, ή στερεότηςτου είναι 
ίση μέ τον μέγιστον κύκλον πόλυπλασιασΟέντα έπι τήν διάμε­
τρον (προ. 1). Άλλ’ ή στερεότης τής σφαίρας είναι ίση μέ τέσ- 
σαρας μεγίστους κύκλους πολυπλασιασθέντας έπι τδ τριτημόριον 
τής άκτΐνος (προ. 16), ή μέ ένα μέγιστον κύκλον πολυπλα- 
σιασθέντα έπι τά -|τής άκτΐνος,' ή τά τής διαμέτρου. Η σφαί­
ρα λοιπδν είναι πρδς τδν περιγεγραμμένον κύλινδρον ώς 2 πρδς 
3, και επομένως αί στερεοτητες των δύο τούτων σωμάτων είναι 
μεταξύ των ώς αί έπιφάνειαί των.

Σχόλιον. Έάν φαντασθώμεν πολύεδρον τού οποίου δλαι αί 
έ'δραι νά άπτωνται τής σφαίρας, τδ πολύεδρον τούτο ήμπορεΐ νά 
Θεωρηθή συνιστάμενον άπδ πυραμίδας, αί δποΐαι δλαι έχουν 
διά κορυφήν τδ κέντρον τής σφαίρας, καί βάσεις τάς διάφορους 
έζδρας τού πολυέδρου. Τώρα είναι φανερόν δτι δλαι αύται αί πυ­
ραμίδες θέλουν έχει κοινόν ύψος τήν άκτϊνα τής σφαίρας, εις τρό­
πον ώστε κάθε πυραμις θέλει ίσούται μέ τήν έδραν τού πολυέ­
δρου ήτΐς χρησιμεύει εις αυτήν ώς βάσις, πολυπλασιασθεϊσαν 
έπι τδ τριτημόριον τής άκτΐνος. Τδ· δλον λοιπδν πολύεδρον Θέλει 
ίσούται μέ τήν έπιφάνειάν του έπι τδ τριτημόριον τής άκτΐνος 
τής έγγεγραμμένης σφαίρας πολυπλασιασθεϊσαν.

Έκ τούτου βλέπομεν δτι αί στερεοτητες των εις τήν σφαίραν 
περιγεγραμμένων πολυέδρων είναι μεταξύ των ώς αί έπιφάνειαί 
των. Ούτως ή ίδιότης τήν οποίαν άπεδείξαμεν διά τδν περιγε- 
γραμμένον κύλινδρον είναι κοινή εις άναρίθμητα άλλα σώματα.

Δυνατόν νά σημειωθώ επίσης δτι αί έπιφάνειαί των περιγεγραμ- 
μώ*ων  εις τδν κύκλον πολυγώνων είναι * μεταξύ των ώς αί πε­
ρίμετροί των.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΖλ
Πρόβλημα.

Γποτεθέντος δτι τδ κυκλικόν τμήμα ΒΜΔ στρέφεται ολόγυ­
ρα μιας διαμέτρου έκτδς αυτού, νά εύρεθή ή τιμή τού γεννωμέ- 
νου στερεού, σχ. 271.

’Ας καταιβασθώσιν έπι τού άξονος αί κάθετοι ΒΕ, ΔΖ’ άπδ 
τδ κέντρον Γ άς άχθή ή ΓΙ κάθετος έπι τήν χορδήν ΒΔ, καί 
άς έπιζευχθώσιν αί άκτΐνες ΓΒ, ΓΔ.

—2
Τδ γραφόμενον στερεόν άπξ τδν τομέα ΒΓΑ— ^π. ΓΒ. ΑΕ. 

(πρό. 15)·. τδ γραφόμενον στερεόν άπδ τδν Κ τομέα ΔΓΑ =
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__2

~π. ΓΒ. ΑΖ’ ή οιασοοά λοιπδν τών δύο τούτων στερεών, τ τδ 
_2

γραρόμενον στερεδν άπδ τδν τομέα ΔΓΒ = ψ π. ΓΒ. (ΑΖ—ΑΕ) 

= ·γ π. ΓΒ. ΕΖ. ’Αλλά τδ γραρόμενον στερεδν άπδ τδ ισοσκε­

λές τρίγωνον ΔΓΒ εχει μέτρον π. ΓΙ. ΕΖ (πρό. 14)· τδ γρα-
—2 -

ρόμενον λοιπδν στερεόν άπδ τδ τμήμα ΒΜΔ = |π. ΕΖ. (ΓΒ— 
—2 —2 —2
ΓΙ). Τώρα εις τδ ορθογώνιον τρίγωνον ΓΒΙ έχομεν ΓΒ—ΓΙ

=ΒΙ=2-ΒΔ. Τδ γραρόμενον λοιπδν στερεόν άπδ τδ τμήμα 
—2 ' —2

ΒΜΔ θέλει έχει μέτρον ή- π. ΕΖ.-ξΒΔ, ή ή· π. ΒΔ, ΕΖ.
Σχόλιον. Τδ γραρόμετον στερεδν άπδ τμήμα ΒΜΔ είναι

__2
πρδς τήν σφαίραν ήτις έχει διάμετρον ΒΔ, ώς | π. ΒΔ. ΕΖ πρδς 

—3 ·
~ π. ΒΔ, ή :: ΕΖ : ΒΔ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΙΗ'.
Θ ε ώ ρ η μ, α.

Κάθε τμήμα σφαίρας, περιεχόμενον μεταξύ δύο παραλλήλων 
έπιπέδων, έχει μέτρον τδ ,ήμιάθροισμα τών βάσεων του πολυ- 
πλασιασθέν έπί τό ύ'ύος του, πλέον ή στερεότης τής σραίρας ήτις 
έχει τδ ίδιον τούτο ύψος διάμετρον, σχ. 271.

Εστωσαν ΒΕ, ΔΖ, αι άζτΐνες τών βάσεων τού τμήματος, 
ΕΖ τδ ύψος του, είς τρόπον ώστε τδ τμήμα νά παράγηται άπδ 
τήν περ,ιστρορήν τού ζυζλιζού χωρίου ΒΜΔΖΕ ολόγυρα τού ά­
ξονας ΖΕ. Τδ γραρόμενον στερεδν άπδ τδ τμήμα ΒΜΔ (πρό.

17) = ψπ. ΒΔ. ΕΖ, δ γραφόμενος ζορμδς τού κώνου άπδ τδ 
—2 —2

τραπέζιον ΔΒΖΕ (πρό. 6)=~π. ΕΖ. (ΒΕ-|-ΔΖ-|-ΒΕ. ΔΖ). 
Τδ τμήμα λοιπόν τής σφαίρας τδ δποΐον είναι τδ αθροισμάτων

__2 __2 1 —2
δύο τούτων στερεών = π. ΕΖ. (2ΒΕ-|-2ΔΖ-|-2ΒΕ. ΒΖ4-ΒΔ). 
Α’λλά, άχθείσης τής ΒΟ παραλλήλου τή ΕΖ, θέλει είναι ΔΟ=

2 —2 —2 ’ —2
ΔΖ—ΒΕ, ΔΟ=ΔΖ—2ΔΖ. ΒΕ-[-ΒΕ (9, 3), ζαί έπομένωςΒΔ 

—2 —2 —2  2 __ 2
• =ΒΟ4-ΔΟ=ΕΖ4-ΔΖ—2ΔΖΧΒΕΗ-ΒΕ. Θέτοντες ταύτην

—2
την τιμήν αντί τού ΒΔ ει’ς τήν έ'ζφρασιν τού τμήματος, ζαί έζ-
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τελούντο πασαν αναγωγήν, θέλομεν έχει διά τήν στερεότητα 
του τν.ήαατοσ, —2 —2 *—2

| πΖ. -Ε. (3ΒΕ4-3ΔΖ+ΕΖ). -2
Έκοοασις ήτις αναλύεται εις δύο μέρη*  τδ μέν ’ π. ΕΖ.. (3ΒΕ

4 1_ν —2 —2
4-3ΔΖ), ή ΕΖ. (π· ΒΕ+^ δζ) ^ναι τδ ήμιάθροισμα τών βάσεων 

πολυπλασιασθέν επί τδ ύψος*  τδ , δε θ- π. ΕΖ παριστάνει , την 
σφαίραν τής οποίας ΕΖ είναι ή οιαμετρος (προ. ■ 15. σχολή, 
λοιπδν κάθε τμήμα σφαίρας, κτλ.

Πόρισμα. ’Εάν μία τών βάσεων ήναι μηδέν, τδ περί ου ο 
λδγος τμήμα αποβαίνει σφαιρικόν τμήμα μέ μιαν μονήν βασιν’ 
λοιπδν κάθε σφαιρικόν τμήμα μ έ μίαν μόνην βασιν 
ίσοδυναμεΐ μέ τδ ήμισύ.τού κυλίνδρου τής αυτής 
βάσεως και του ίδιου ύψους, πλέον η σφαίρα τής 
οποίας τούτο τδ ύψος είναι ή διάμετρος.

Γενικόν σχόλιού.
Έστω Α ή άκτις τής βάσεως του κυλίνδρου, Υ τδ ύψος του, 

ή στερεότης τού κυλίνδρου θελει. είναι πΑχΐ η πΑΥ.
Έστω Α ή άκτις τής βάσεως τού κώνου, Υ το ύψος του, η 

2 2 ·
στερεότης τού κώνου θέλει είναι πΑ. 2-1, ή-^πΑί.

Έστωσαν Α και Β αί ακτίνες τών βάσεων τού κολοβού κώνου, 
2 2

Υ τδ ύψος του, ή στερεότης του θέλει είναι 2- πΐ (Α-4“Β~Η"Α-Β).

Έστω Α ή άκτις τής σφαίρας*  ή στερεότης της θέλει είναι | πΑ.
Έστω Α ή άκτις σφαιρικού τομέως, Υ τδ ύψος τής ζώνης 

ήτις χρησιμεύει είς αύτδν ώς βάσις*  ή στερεότηςτου θέλει είναι |ΑΥ. 
* Έστωσαν Π. και Κ αί δύο βάσεις τού σφαιρικού τμήματος, 

Υ.τδ ύψος του, ή στερεότης τούτου τού τμήματος θέλει είναι 

(π+η γ-4- -6 ~υ·
2
Έάν τδ σφαιρικόν τμήμα έχη μίαν βάσιν Π, επειδή ή άλλη 

.είναι μηδέν, ή στερεότηςτου Θέλει είναι 2.ΠΥ-{- |πΥ.

ΤΕΛΟΧ Τ£1Ν ΙΤΟΙΧΕΙΟΝ ΤΗΧ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ
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